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这 一 丛书 基 祖 据 日 本 内 波 书店 出 版 的 "现代 应 用 数学 讲 尘 ” 翻 
尖 而 成。 日 交 原 书 其 5 窜 60 册 ,分 成 A.B 两 粗 , 各 粹 有 序号 。 现 
年 把 原 末 闻 一 题目 修成 两 册 或 兰 册 的 加 过 合 和 着 , 整理 成 42 种 , 不 
另 牙 组 竹 叶 , 陆 车 翻录 出 版 。 

这 发 书 涉及 的 面 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 套 考 价 值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比 远 丰 富 , 而 叙 坟 扼要 ,篇 
想 不 多 ,有 利于 粮 者 以 迷 短 时 间 掌 提 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 和 礁 书 的 某 些 观点 丰 妃 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 窄 考 。 
因 世 , 关 竣 出 版 这 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 从 的 。 

由 于 日 交 诛 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 炉 出 版 的 , 健 作 时 间 
和 篇 辐 的 限制 不 可 洲 锡 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 鼠 可 
能 地 减少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 课本 中 , 特 请 将 者 或 校 半 霄 扎 写 序 
或 后 记 , 坟 介绍 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状 总 ,并 对 颁 书 内 容 作 一 些 评 
价 , 提出 一 些 看 法 , 烙 合 我 国情 况 补充 一 些 春 料 文献 , 在 文 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 六 添 加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 氏 
襄 。 和 希望 这 些 工 作 能 对 葡 者 有 所 帮助 。 

承担 翻 汪 和 校 踊 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质量 付出 了 下 大 劳动 ， 
在 此 特 致 忆 埠 的 的 谢意 。 

欢 迹 疙 者 对 本 书 提出 批 病 和 意见 。 
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座 者 邦 

本 书 以 较 少 篇 幅 讲 过 了 第 合 .、 拓扑 、 油 度 三 大 肉 容 , 主 要 是 对 
对 这 盘 从 书 : 上 性 滤 讲 座 , 现 代 永 用 数学 ) 的 其 他 数学 委 支 ,例如 泛 而 
盆 析 、 币 分 方程 ,概率 葡 等 作 沟 基 础 与 工具 而 舌 沦 的 。 

作 考 在 集合 这 一 - 章 里 ,基本 上 把 策 侣 青花 中 的 重要 概念 和 主 
刘 性 质 稳 作 了 狂 进 ,特别 是 对 身 象 ” 分 本 可 这 。 最 后 还 引进 了 重 
次 询 Zorn 公理 。 

第 2, 3 两 章 分 区 介 阁 拓扑 空 科 和 距 病 空间 , 除 列 举 了 有 关 的 
许多 重要 概念 之 外 , 还 农 进 了 苏联 数学 家 芽 .C.FYpmco0F 的 引 理 和 
中 再 化 定理 (1951 第 苏联 数学 守 用 . CxHpaoB 发 表 了 此 这 更 好 约 
车 果 , 参看 关 忌 相亲 落 拓扑 空间 概 兽 ) ，TExonoz 的 次 积 定 理 等 。 
这 些 定理 在 理 座 研究 和 实际 应 用 上 都 有 很 重要 询 价 值 。 

让 本 书 大 咎 第 幅 的 是 第 4, 5 章 的 测度 和 积分 。 作 者 在 第 4 
章 中 讲 过 了 测度 的 基本 概念 和 扩张 定理 等 内 容 , 而 在 第 日 章 中 ,在 
和 Riemann 舱 修 的 对 比 下 , 名 过 了 Lebesgua 积分 及 其 三 种 定义 
方法 , 并 指出 利用 第 二 种 方法 , 印 简单 夯 数 的 方法 进 为 方便 ， 紫 
外 ,还 介 癌 了 应 用 非常 广泛 的 Lebesgue 控制 收 艇 定理 ,Fabini 定 
理 等 。 
本 :* 韦 的 内 容 安 宝 比 款 紧凑 ,尽量 妥 质 到 由 特殊 到 一 般 来 人 让 让 ， 
笔法 筒 洁 面 精练, 几乎 一 切 命题 的 证 明 只 着 重 于 讲述 方法 而 不 涪 = 
粮 推 导 。 这 可 衣 是 本 书 的 特点 ,初学 的 读者 可 能 会 威 漳 围 难 , 但 可 
当 作 习题 来 做 。 至 书 在 叙述 中 联系 其 他 数学 分 支边 少 , 也 可 能 会 
使 芒 者 咸 到 不 便 。 

本 书 是 学 习 其 他 数学 分 支 的 基础 ,对 于 打算 在 较 短 有 时间 和 内蒙 
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本 书评 党 , 承 杨 从 仁 先 生 、 夏 道 行 先生 审阅 , 担 阳 了 很 多 宁 趴 
鬼 意 见 ,和 井 旱 补 了 一 些 必 要 的 注释 ,特此 致谢 。 
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第 1 章 集 人 台 


81 集合 及 其 运算 、 


生 合 的 搬 念 已 尤为 现代 数学 最 基本 的 概念 。. 已 痉 有 第 合 论 类 . 
识 的 读者 也 亦 会 想起 基数 ( 势 ) 或 抒 数 的 理 窒 ; 但 是 作为 数 举 这 一 
同和 的 最 基本 约 和 集合 恰 并 不 是 指 这 些 概 分 。 

不 恰 基 六 洪 已 学 过 的 代数 学 和 几何 学 ， 抑 或 是 郭 将 而 学 的 拓 
站 旭 1 测 虑 理 葵 , 书 们 的 完整 体 骤 都 是 先 有 取 第 合 ,只 而 县 定 鞭 元 于 
点子 集 和 的 性 慎 和 运算 的 公理 来 构成 的 。 自 然 科 学 与 数学 的 尖 季 好 
比 区 学 与 项 法 的 关系 。 区 学 的 主体 为 思想 而 发 现 于 文章 ， 冰 该 则 
说 明文 章 的 柠 造 。 上 用 然 科 学 的 研究 对 象 为 实体 ,而 可 用 数学 将 巧 
表达 出 求 。 数 学 的 对 象 是 所 乎 完全 抽象 和约 东西 ， 而 我 们 广 要 的 内 
趣 仅 在 于 局 个 相互 的 桔 侣 。 这 个 抽 莹 东西 就 是 集合 。 嫩 湛 也 冰 息 ， 
开始 的 时 想 朋 这样 的 印象 : 就 是 把 极 容易 的 东西 ,故意 别 嫌 轨 多 
说 竺 难 慌 。 但 希望 把 它 看 做 学 外 国 芯 妇 必须 先 学 屡 法 一 样 ,， 刚 开 
妈 兴 习 时 爱 有 了 醋 心 。 以 下 ,用 易 懂 的 方法 从 俩 合 除 的 叙述 酶 起 。 

过 辑 丰 号 ”一 4 表示 否 宇 , 4k&DB 表示 园 辑 积 (4 及 B), 4orB 
表示 还 埋 和 (4 或 洪 B)。4 池 B 表示 合 昔 (implication) 、 部 ‘有 4 
就 有 好 Ae3B 是 等 价 (equivalence) 志 和 忆 , 裘 示 “4 太 B&BSA” 
此 外 

PP 
表示 存在 着 具有 性 质 呈 的 2"， 
(¥ oP 
划 表 示 对 于 上 所 有 % 元 有 性 盾 卫 ”, 


2 第 1 音 第 合 
” 所谓 事 物 4 (不 是 字母 号 就 是 指 用 ga 来 者 示 的 对 条。23- 一 5 音 
味 着 :关于 a 研 立 的 性 质 , 鸡 王 吕 出 虑 下 :而 关于 碟 立 的 性 展 , 对 
于 < 亦 成 立 ， 所 彰 集 合 4 乃 是 可 以 豆 相 区 别 的 事物 的 汇集 。 构 戌 
集合 4 的 事物 4 种 为 4 的 元 (或 种 元 泰 element) 。 当 事 牧 z 属于 
4 (或 者 名 包含 于 和) 时 , 记 作 
4s€ 4， 
否则 就 用 se4 表示 。 
在 梨 合 蕉 中 ,所 有 其 他 的 酸 念 都 可 以 由 事 牺 (元素 ) . 策 合 和 关 
么 拉 引 导出 来 。 
14.1” 起 有 两 竺 合 如 ,了 如果 4 中 的 这 与 8 中 的 元 党 全 一 
琢 , 也 就 是 鹏 ; gE€ 4e>a€E 旦 的 时 外 , 表 之 为 4 一 B。 
i. 一 全 元 素 也 没有 的 梨 合 (这 也 到 为 是 集合 的 一 种 ) 称 海 
宝 集 (empty set)。 空 集 用 8 下 示 。 
当 集 合 4 含有 元 来 a, 8 :时 , 写 海 
A={5, 8, .…, 0), : 
网 如 : { 中 过 示 和 权 合 .一 个 元 素 2 的 篆 合 ， 看 世 ，, 由 用 是 由 两 个 元 素 
2 寺 肝 构成 。 
《7 9 与 他， 2 是 出 一 集合 的 不 同和 尘 法 ， 确 讶 ， y} - {YY 由} 
同样 , {t， 中 = {2}. 
1.9” 当 2wE4 时， 称 z 为 变 元 , 而 称 和 4 为 2 的 杰 堪 。 小 
Ps) 是 关于 5 的 命 晴 ;那么 
B= 1g; wEA, Plr)! 
乃 表示 : 对 于 使 偷 题 了 (2) 成 立 的 所 有 展 于 4 的 4 的 至 体 。 
1.4* 若 了 4 的 所 有 元 素 都 是 刀 中 元 素 ， 序 ; a€E 4SaEB, 志 
时 称 4 为 8 的 子 集 ,本 为 


往 : 凡 带 有 ， 导 号 者 类 孙 这 一 不 隐 为 定 类 (下 辣 )。 


8 1 柴 合 及 其 洲 算 : 3 
CB. 
由 此 可 知 : (BA (1) zyEAG{r} CA, (d= BoOtlACEB)}& 
(BCA), (iv) (ACBE(BCOFACO, 
1.6* 所 贸 0Q 是 44,B 两 集合 之 和 集 ! 或 称 并 集 ) 是 指 由 不 扩 
B 中 的 元 染 至 性 斑 构 成 的 和 件 合 ,部 ; 2E0OzE orzE 台 ， 用 论 姨 
C=AUB 
沪 示 。 . 
扬 谢 局 是 4, 吾 两 集合 之 琵 集 , 高 指 避 是 由 和 ,BB 共有 元 灾 
所 档 成 的 集合 ;部 ; zECeozE 直 点 了 E 了 ， 用 个 =44 门 六 者 示 。 
证 4, 台 为 两 傈 合 , 寺 设 集合 QO 的 所 有 元 素 儿 属于 得 不 
属于 B, 序 : zsEOOSE 4 上 zzEB, 了 于 时 称 避 海 4 与 B 的 整 集 ， 
放 为 
0O=4 一 BB, 
1:6 对 于 集合 4,， 8B, 0，…, 有 如 下 的 性 着 : 
次 失 律 A 门 B=B 站 M4, AU B=BU 1A; 
苇 合 律 (4 人 BMCO=AN TBNO, 
AUB)YUC=A4AU BU; 
寻 配 律 (AUB}NMO= ANOU (BNO), 
ANB UC= (AU NBUO:; 
吸收 律 (AUBYN 站 4=4, (A BUd=4, 


圈 ”1.1 z 
1.7* 和 集合 的 元 素 可 此 为 任何 于 物 , 因 此 ;以 集合 为 元 来 而 补 
成 的 集合 (集合 的 集合 ) 等 也 在 老 巾 之 列 。 在 这 样 的 音义 下 , 我 们 


4 第 1 童 提 会 
用 路 ( 革 ) 吉 示 以 集合 于 的 所 有 子 集 为 元 来 而 成 的 集合 ,并 称 宙 ( 六 ) 
为 工 的 于 集合 ;起 为 
P={4; 4CT}. , 
特别 是 弛 与 于 都 属于 种 (下 )。 一 般 来 讲 ， 汕 (他 ) 的 子 第 外 称 为 
染 合 族 。 此 外 ,对 于 4E 吾 人) ， 称 
由 -一 一 过 
为 的 (关于 到 的 ) 补 集 (complement)。 
替 4, BP( 了 ), 加 A4UB 及 4NMB 也 属于 书 (X)。 有 除 上 师 坊 
外 ;向 有 下 面 等 式 成 立 : 
工 .总 de orzan 公 乱 
AUB)Y=ANB, (ANB) = AY BB, 4 = 本 
下 A 一 A 站 = 
L 阅 题 ， 枉 明 1.6; 1,3, 并 用 图 表示 之 ， 
1.9* 用 (cy 5) 琢 示 元 素 a, 5 的 序 偶 。 (wy b= (0 
= 
例如 《ay 人 一 《tj 如 5))， 邹 有 于 述 的 性 质 。 
法 4, 8B 为 两 第 全, 称 
AxB=i(g, B): gE A, BEB} 
为 4, BB 的 软 积 集合 。 宅 的 射影 pr {projection) 定义 为 
Pra: AXB-> A, prata, B) Gs 
Drs: AxB-— Bb, prato, 8) =5, 
如 果 出 己 4， 商 生 避 ， 就 定 尽 为 
PrA (A1) = .Ay xB, pr (B=—=Ax Buy 
pri CA MN pr (B32) -~ -AX Bi. ~ 
谍 机 ;4s 呈 有 4 而 态 ,Bs 二 上 5B， 可 证 下 面 等 式 成 立 ( 试 各 到 图 解 表明 ): 
4 (A xB) {Asx Ba) = (dN ds) x (Bf Be), 
Ax By= (ArxXB)U(AXB = (dx BU (dr xB). 


$2 喘 揽 :mapping) ，: 5 


山 梯 ,用 (&， De 太一 人 想来 定妆 元 
素 6， De 了 的 有 序 集 。 (CD D pe 
a=0, b=0, 六， 用 

AxXBX: -xO= {9, by, OI EEA, BEB, :oeEO! 
求 定义 第 合 4,， 吾 ,……， 0O 的 王 积 集合 。 


2 遇 季 (napping) 

2%.1* 裔 有 集合 4, 如果 有 一 对 应 关系 或 社 央 在 在 ; 对 于 
4 的 任 -一 元 2; 有 B 中 了 唯一 的 一 元 5 与 之 对 应 ,我 们 就 称 和 米 出 了 一 
个 从 有 妃 强 请 的 上 象 了 ， 用 

fF: 一 BB( 或 4 日 ) 

表示 , 并 写成 5= Fa) ， 此 时 称 4 为 映 策 了 的 定义 城 (domain)， 
面 ， 
fA) = {f(a); tA (CB) 
” 称 为 了 的 值 域 (zange) 。 对 应 ,图 数 , 与 喘 象 同 义 。 

%.2" 机 有 两 映 象 f, J, 了 =g 表示 了 的 定义 域 和 4 与 9 的 定义 
域 4 完全 一 到, 且 对 所 有 的 aE 4 管 有 (la) =g(9)， 如 果 上 里 象 
f: 4 一 B, 对 于 任意 a&€ 4, 者 用 (Q) 一 po 这 里 和 为 一 个 固定 的 
元 , 剧 称 了 为 以 bo 为 信 的 常 值 映 条。 考 4B, 而 且 对 于 所 有 的 
a4,f(0) =&, 剧 称 了 为 4 的 恒 等 映 象 , 用 1 来 表示 。 


8 . 第 i 章 久 全 
2.3* 涂 f: 4->B, 如 果 了 了 (4) 一 B, 旭 称 f 为 4 到 BB 上 的 
映 象 (或 称 完全 映 象 )， 如 末 了 (0) -Fo) 人 ce=@， 则 称 了 为 二 
对 应 的 映 篆 ( 玻 称 单调 映 象 )。 苛 映 象 站 : 4->B 是 由 4 到 BB. 上 的 
1- 工 对 庶 的 贞 象 , 到 称 了 为 完全 1 对 应 的 映 全 (或 称 完全 单调 
映 象 ;。 设 了 : 4->85 为 完 答 1-1 对 庶 的 映 象 , 对 于 了 {4) = 是 
4 一 fi1(6) (a€ 4, 5E€B)， 由 是 得 出 一 个 完 双 映 入-!: BA, 称 
Ff 为 了 的 逆 映 象 ， 
2.4* 设 映 条 f:4->B, g:B>0, 用 h(a) =y(f (0)) (6€ 4) 
来 定义 映 象 让 :4->0, 辽 时 称 互 为 fg 的 车 合 , 乱 作 
hgef. 


.8 由 上 面 定义 可 得 : 

(i) 结合 律 : 4 一 吾 -30 一 互信 pofgeP = (hog) of. 

(让 ) 没 f: 4 一 8B 为 完全 1-1 的 映 柴 , 则 扩 1of 一 1 fof-1 一 1 

[了 问题] 由 洗 全 1-1 的 贤 象 ;4-4 怒 体 构成 的 集合 ， 按照 上 面 的 精 合 
成 群 。 这 时 ; 改 的 昔 位 元 为 14, 了 的 族 元 为 /1. 

2.6* 规 4, 忆 4, 并 有 了 映 策 了 :4 一 Bg:41->B, 如 果 对 耶 所 
有 上 的 maE4i 有 了 (gD) 一 g(a)， 则 称 了 汶 g 的 扩大 ，, 相对 地 来 计 ， 
称 了 为 了 的 条 小 ;让 沪 

9 一 了 ja 、 
颇 有 映 象 f: 4->3B。 作 直 税 集合 4x 的 子 集 台 
At Fo); seE A} 


$2 映 划 mapping) 1 


称 G 太 为 了 的 图 和 象 。 总 = 全 (六 具有 下 面 的 性 盾 : 
(i) 对 于 所 有 的 &E 4, 存在 着 (4a, 9) E 卫 的 元 素 (6, 闻 ); 
-ii)》 灌 (a, BEB, (a, BYEB, MD=b'. 
友之， 和 如果 二 己 44xB 福 吓 Ci), 0 当 (a 站 和 五 时 ,是 到 
一 了 (Q) ,这样 就 定 头 了 一 个 了 映 象 了 了 ;4-3 请 ， 由 星 可 上 见 , 映 象 的 概 
全 在 第 侣 褒 中 ,着 不 是 新 的 概念 ;可 从 
具有 性 盾 人 个 ，( 过 的 4x 下 到 嫁 吾 | 
引出 素 。 9 
[问题 ] 坛 将 2.2~~2.6 都 用 网 银 闲 表示。 
2.1Y (多 训 元 的 映 集 ) 用 fl， 1 
并 图 2.2 
表示 占 象 f: 玉 1 X 下 *X…X 瑟 一 并 。 这 时 称 了 洛 羔 变 元 的 映 条 。 
2.8* ”机 已 知 一 喘 象 f 瑟 -> 了 ,， 当 4E 第 ( 书 ) 时 ,区 
Td)={f(0; EA (ERPOTD), 
当 BEPOD) 时 ,全 
太一 人 ;FEB (EPCRY) 
(在 这 个 定义 中 ， 是 完全 陵 象 抑或 完 侍 1 1 对 应 的 映 象 , 那 是 无 
关 关 要 的 ) 。 于 是 ,由 产 天 一 了 就 引出 了 了 映 象 
玫 ; 亲 ( 下 ) 一 第 全 ) 及 六 :第 (了 ) 一 吾 ( 不 ) 


GD) 


.9 机 41， 4;:E 四 ( 玉 ), 莽 
人 ACA fF A CF Ad}: TA UA) = FA) UF A : 
FN A CF OA) NF Ads), 


名 冲 枯 第 全 
没 机 ,BoE 囊 (有 央 
BCBSFlB)CF (DB,); 
FBU BS) =A BY) UF (Be; 
FBNBD) = (BD) Nf (Bs); 
A (B= BD, 
[ 国 是 」 i. 求证 2.9, 
2. 就 作 Cn do 二 了 (di 站 74 的 讽 子 。 
3. 求证 4c -tof(4)y fo 广 !(B) =BNf(E). 
4.10" 没有 了 贞 象 4 再 ()， 伍 
fd)} = {ds ME A (CC 和 PLE) 【由 一 
称 玉 直 洛 以 4 为 珍 变 数 的 集合 族 ; 计 
本 {es; ED LEAY)} (EPLL)), 
fd 一 Er (VAED (EA)} (ER(F)Y. 
若 = 1， 2， “有 让， 则 f(A) = {di 4， "rr 二 以 雄 


二 一 一生 U 性 | 二， 


mi4= 站 4=4n4n…n4 
孝 A {1,2 藤 有 FL = 由 


(4 A=. 


[ 关 题 」 冒 明 下 询 各 公式 
1 (AV =NA, (A= dy, 
2. 部 Fi 了 4 荆 囊 (二 出 
i (jd;) 一 人 (A 人 jd) cf (1) ， 
3. 可 了 2-y 了 BE 忆 (TR), 刚 ， 
Fi 8;) -FB), fF (1B;) 一 人] 一 。 


儿 丘 4 | 


TE II 


和 ”此 处 原 书 有 趣 , 应 为 广 17B1 一 六 1fBre -一 - 校 普 注 


-MADE 2Z]/pC) 
$3 映 间 tmapping) 
”8.11* 梁 有 两 筑 合 4, 了 ,用 记号 
pb 
表示 从 4 到 B 的 所 有 映 象 的 全 体 。( 如 果 映 象 了 与 它 的 图 象 
CAXB 铸 量 湛 弄 的话; 那么 BC (AXB),) 
2.12* 汐 有 第 合 族 {44;NAEA} (C4,EP( 王 )), 用 
P-E4 cx 
者 示 具 有 EA 及 f( 开 ) E A， 那样 性 质 的 映 象 的 下 体 , 部: 
Ui7EX FO) EA (MEN)}, NH 区 PJI4: 为 (4; AE DW 的 
无 限 芽 积 集合 @。 辽 的 元 来 写成 
{oa WEA, (EA (a = f (A)) 9 
成 a 
特别 是 , 当 -4~ 人 2, 3,，.…, 中 时 ; 则 韦 TIA,=— Ay x- x A,, 
它 的 元 来 用 (@3，…, ou) 表示 。 z z 
其 实 , 当 4= 夺 2, 3，,…, nm …} 时 , 居 有 本 4 并 4 窑 
的 元 束 一 稻 写 汐 lai， a 4， m= 1, 2， … 
对 于 无 限 机 积 全 合 个 二 的 任 一 元 索 f= {os :| , a 与 
训 对 应 (f+9w) ,这样 就 得 到 了 一 个 由 到 的 映 象 ， 称 它 为 射 
影 ,用 PT 硝 示 ; 序 Dr = 有 
.了 8 让 4E 币 ( 王 )， 我 人 定义 有 如 二 性 盾 的 映 象 cu: 碟 一 
{0， 1}: 
1 {gE AY, 
0a (2) -1 (fA4)， 
种 t4 涛 雪 的 特征 图 数 ， 


燥 ” 原 书 称 为 无 限 次 积 第 合 是 不 妥 洁 的 ， 应 改 为 “得 积 第 会" 词 为 4 不 几 基 沉 
唉 的 。 下 疝 。 一 一 术 首 福 


10 药 I 守 和 全 


[ 阅 题 ] 对 于 任 一 BE 第 (XY) 就 有 一 个 特征 画 数 cn(z) 与 之 对 忠 ， 机 建立 
第 (XZ) 与 {0, 1} 了 的 1-1 对 应 关 柔 。 


$3 基数 ( 妆 ) 


3.1* 所 焉 两 个 第 合 4, B 链 价 (equivalent) 匙 指 从 丰 到 B 
存在 着 一 个 完全 1-1 的 映 象 。A4, B 等 价 时 写成 : 4A~B. 

3.2 由 等 价 定义 ， 可 证 : 

A~A; A~BS BRB~A: A~ BEB~O0SA~O. 

3.8* 对 于 集合 4, 我 们 附 以 所 家 菇 数 (cardinal number 或 
称 势 ) 与 它 对 应。4 的 基数 用 4 或 用 德 交 字母 观 求 次 示 。 当 
万 ~ 日 时 , 柠 合 4, B. 称 为 有 疗 一 基数 ,用 44=8B 表示 。 

-总 ,和 用 I= {1i, 2, 23, 1 '-) 

表示 自然 数 笃 体 的 集合 。 凡 局 了 等 价 的 第 合 , 称 为 可 数 (eountable， 
第 合 。 梨 合 4 为 可 数 的 充 要 条 件 是 : 4 可 表示 成 4 = {gi; cs， 
5 04， …"}， 如 困 和 集合 4 有 限 或 可 数 ,就 称 它 为 沧 其 量 可 数 。 

8.5 能 秆 合 4, 了 为 可 数 , 那 么 4UB, 4xB 也 可 灯 。 双 里 
象 :4 一 万 的 象 集合 Cd) 为 无 其 重 可 数 ,可 是 第 (4) 并非 可 数 。 

枉 明 人 发 4= {gi ga 0; …}，B 一 A {6 5s …， 
B11"( 因 4B 为 可 数 , 故 8 一 4 为 充其量 可 数 , 所 以 可 写 匡 如 是 的 
形式 ) , 而 0= 丰 UB 一 起 UU (BB 一 和 二 {00697 ry 049 7。 于 此 , 若 
各 co 一 Ga en 三 64 (二 和 多， 3， ) 全， 则 品 汶 可 数 俩 合 ， 邵 
4UB 为 可 数 。 
(ii 裔 4={@，4a，:"}，B= (人 5，za，… 沾 ， 我 司 只 要 是 
人 二 十 一 1 十 交 ， 那 末 和 xB 可 呈 成 


和 “此 处 开 一 4 可 能 为 有 隅 策 , 因 此 , 这 里 应 驶 为 : 4 当 如 一 4 为 无 限 摧 时 ， 


着 本 fm (Nl, EE= 用 有 丙 个 元 守 时 ,办 = 和， “ din 


械 者 注 


whny Cmin— mn. 


4 


#4 关 系 1 


OO 一 A4xB= {0 09; *'*}， 由 是 可 知 妃 xB 为 可 数 。 

Gi) 授 限 跃 象 的 定义 易 知 让 (4) 为 充其量 可 数 。 

(iv) 最 后 站 再 (4d) 不 是 可 数 和 集合 。 若 再 人 d) 为 可 数 第 合 + 出 
存在 着 一 个 洛 全 1-1 上 映 象 天 4 一 再 (dd ， 丽 4 与 再 人) 为 等 价 。 


现 识 B= fp; wE4, of)}。 因 BE 条 (4) , 改 存 在 一 个 8 使 得 


(5) = 避 。 如 果 8EB, 则 由 台 的 定义 知 5EF 了 0) 二 了 ,所 以 5E 奸 
为 不 可 人 能。 如果 5E2B, 央 5EF(B) 一 B, 圾 5EB 册 是 不 可 能 ,得 


出 了 序 导 ,下 此 可 昂 困 (4) 不 是 可 数 策 合 。 证 靖 
83`6 ”整数 公 体 的 华 合 3, 有 理 数 策 合 Q 都 是 可 数 集合 。 实 
数 集合 旭 丰 可 数 。 


是 明 ”整数 集合 可 以 油 作 是 正 整数 集合 、 负 整数 集合 与 { 可 的 
和 和 集 , 因 此 它 为 可 数 。 

有 于 数 ( 除 0 外 ) 可 吃 谎 ie (aEI, 5E2), 而 5/4 对 应 着 
(a, 5) (6EI, 5E2)。 根据 3.5 知 Tx 为 可 数 。 所 以 日 为 可 数 。 

[0, 刁 中 之 实数 可 用 无 限 2 进位 数 来 表示 ,由 此 可 知 [0, 必 与 
各, 于 ( 凶 是 从 了 到 和 伺 , 习 的 揣 象 的 至 体 ) 除 志 一 个 可 数 集 合 旬 每 
价 。 但 {0, 耻 ' 为 不 可 数 。 玻 [0, 习 为 不 可 数 。 由 就 可 知 实 粕 第 不 


本数。 
基数 的 类 小 ,加 法 ,税法 以 及 起 数 的 窄 ,在 本 书 汕 有 用 莉 ; 网 明 从 隧 。 


$34 关系 


作 4, 好 的 次 积 策 合 4XxB、 加 果 五 为 4xB 和 铭 任 一 已 车 子 
柴 合 , 则 吾 用 下 面 的 方法 规定 了 4 ,了 之 间 的 关系 (relation) 、 是 : 
} 当 (5, 人 ER, a~ rd; ~ 
当 (4; EBRD, ow nb, 
宙 此 醋 昂 , 依 服 缺 象 站: 4 了 的 力 象 BCP (二 4X 妈 能 角 定 4， B 
的 关系 。 


和 3 第 i 韶 第 会 
现在 ; 汝 44x 请 村, 雷 
R={(8, oi ta DER CBxA}, 
诗 秆 , 当 记忆 AxB, Bo 之 Bx0O 时 ,省 
_ RRe= {tr, 0); FEEB, (2, WER 
oo ERCTAXOG, 
其 次 ,着 和 4= 吾 竺 ,以 z 
A=—{ta oad} (CAxA 
襄 示 对 骨 关 集合 。 


图 4.1 
-要 下 所 帮 在 集合 王 上 定 多 了 等 价 关 系 一 , 意 指 工 与 互 之 盾 
关系 有 直面 条件 戌 立 : . ， 。 


(i ) 反射 律 ”对 于 所 有 的 ecE 王 |, 有 wo) 

《站 ) 对称 律 CC; 

Qi) 推移 稚  C~ 让 记 瑟 Ge 

如 果 互 与 互 之 并 伟 照 瑟 x 王 的 子 和 集合 瑟 求 规定 等 份 关 
素 ~,- 那 公 可 推出 玉 有 如 下 的 性质: G0 dR, (i) R=R'， 
(i)ReBCR ( 套 团 几 4.2)。 , 

24,2” 所 请 集会 开 的 分 蛮 (partition), 疙 指 自 合 族 和 C 己 币 ( 节 ) 
满 昨 下 曾 条 仔 : 
i ds BENSA= Bor A4N B=, 

(i) he 4 = 莹 、 


4 关 笨 13 
站 .3 当 第 合 下 的 分 割 字 为 已 甘 的 时 由 ,如 时 
a~b 时 与 5 属于 同一 集合 4 入江 )， 
划 下 得 到 了 等 价 关 夭 。 反之 ,任意 竺 价 关 巴 , 可 证 出 也 的 牙 制 。 
证 明 ”定理 的 前 定 民 , 对 于 4. 的 们 ，( 动 ，( 过 绎 条 传 ， 矶 
车 机 喧 是 请 足 的 。 只 要 证 明定 理 的 后 牢 部 。 每 一 个 sE 时 ,年 
d= D0~8) 及 8d; 央 有 一 Aya~b; dr 站 一 人 Gd。 
由 此 可 网 ,让 = (do 人 二 } 就 是 由 等 价 关 乔 一 定 出 的 分 割 。 证 些 
我 们 把 半 应 于 等 价 闫 和 针 和 ~~ 的 下 人 分割 由 生 看 作为 一 集合 ,并 称 
这 集合 是 由 去 按照 一 而 得 涧 的 商 集 合 (quotient get) ,表示 为 
Y=/~, 
对 斑 尾 意 一 上 EX, 下 : >A, 时 是 只 萤 到 四 上 的 且 梨 ， 称 这 映 
象 为 完全 正规 映 梨 。 ! 
现在 来 时 座 如 下 的 办 外 一 种 关 采 。 
委 . 和 2* 所 谓 在 某 合 于 上 定 术 了 的 次 序 关 节 志 , 音 轧 就 基 改 ; 
么 与 4 之 癌 的 尖 孚 满 是 下 列 条 粕 : 
【ii 对 所 有 的 sE 于 , 有 & 拟 4; 
(i) axb& baaSamb;: 
(iii)y @ed 
和 如果 ,从 全 义 证 的 子 集 合 电 定 出 
去， 副 有 二 4CR, (i} RNR 4 
(i) Ro RCER, 
如果 和 傈 合 定 有 次 序 关系 去 ,期 称 图 4.3 
该 第 合 为 有 序 和 集合 (ordered get) , 记 为 (了 ,去 )， 
例 1 自然 数 休 体 1， 整数 僵 体 2， 实数 双 体 R 等 是 以 大 小 关 科 成 有 序 


森 合 。 
倪 在 只 {下 ) 中 ;车 4 所 8B 他 4 记 ， 肿 汕 { 瑟 ) 是 有 这 集合。 
俩 3 汕 芒 为 有 序 集 合 ; 工 为 任意 嫩 合 ， 加 果 六 ge Ey 了 < 二 8 后 《所 用 


14 第 1 章 第 人知 
的 YE 了 有 了) 过 #8( 引 )y 则 三 F 也 是 一 有 序 华 合 。 


4.5* 设 有 片 集 台 !,， 志 )。 如 昌 玉 中 有 一 个 元 过 如 对 于 
所 有 的 geE 王 , 都 有 4 所 ao, 旭 称 om 为 革 的 最 大 元 来。 如 对 肪 有 
的 xsGE 瑟 , 欣 有 msa， 旭 称 ao 为 于 的 最 小 元 宗 。 

融 有 一 个 冲 后 下 ;如 对 平 任 一 4 和 王八 Do) ;不 可 能 有 bo 所 4， 
出 称 bo 为 蕊 的 一 个 灯 大 元 素 。 反 之 ,对 尾 一 cE 瑟 (ce 关 5o)， 如 丰 
可 能 有 spo, 则 称 如 为 互 的 一 个 概 小 元 素 。 

如 妃 有 最 大 元 素 ( 量 小 元 索 ) , 甩 只 能 有 一 个 。 可 是 并 的 极 
大 元 素 ( 或 机 小 元 索 ) 存 在 的 时 想 , 可 以 不 正 一 个 而 有 许多 个 。 

” 识 4 汶 有 序 集合 (于,， 志 ) 的 子 策 台 : 当 4s2 ( 序 对 所 有 的 
2 及 由 和 肯 有 2s 芭 时, 称 3 为 和 4 的 一 个 上 界 。 当 ?< 时 ， 就 称 了 z 
为 业 的 一 个 下 界 。 

朋 4 至少 有 一 个 上 界 CF 界 ) ,并 且 在 4 的 所 有 和 上 上 界 ( 下 界 ) 梧 
成 的 集合 中 ,和 如果 存在 着 景 小 元 襟 ae， 剧 称 m 为 4 的 上 确 界 (于 
应 界 ) , 忆 为 

.mpd (m=inf 4). 

4.6” 和 如 果 有 序 和 集合 (全,， 专 ) 满 足下 列 的 条 件 : 

(iv) 对 任意 4, 8E 于 ,a<b 或 5<a 中 合 少 有 一 种 情形 成 立 ， 
这 时 称 ( 荆 ， 志 ) 为 妹 性 有 序 集 合 (linearly ordered set) (如果 扶 腿 
tC 三 XX 而 规定 所 ， 央 由 (VY) 就 得 出 玉 x 信 =RURB')， 

例如 ,上 夯 的 二 二 是 超人 性 有 序 集合 ,但 例 2 例 3 则 不 是 了 。 

.7” 有 序 昔 人 台 (， 反 ) 称 为 扫 策 的 (induetive) , 意 指 :如 4 
六 于 的 征 - 一 眠 性 有 序 子 集合 (对 及 的 序 而 六 ) 放 期 在 工 中 必 有 
Sap 44( 人 三). | 

例 说 有 巢 人 台 下 ; 而 窜 E 第 ( 开 ) 是 -一 个 潜 表 (外 er)， 所 于 竺 涌 


中 下列 三 条 插 : 
《17 i Ee 
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(BD) PIE FICF>D Et; 

(1) 全 E 窗 。 

更 芭 二 {从 ; 全 EE 人 吊 (X)， 是 深 泛 }; 部 FF 是 所 有 深 透 的 公休 所 构成 的 
集合 ;如 果 六 三 定 税 富 二 守 v) 那么 到 是 一 个 归 本 的 衣 售 针 合 。 

证 明 证 CR) 是 生性 有 序 捍 和 台 ， 那 勾 $= 也是 一 课 透 ， 显然 


和 一 arp 1， 证 毕 
4.8” 在 代数 条 中 有 一 种 所 谓 棕 《1a 记 ce) 的 次 郑 关 条。 误工 


为 有 序 集合 ,并 且 注 足下 列 条 件 : 
(i)》 对 尾音 的 2, yELK, 存在 着 :一 sup {vw; 好 ， 换 问 应 瑶 : 


z (a z 人 人，(b) 对 性 穴 的 并 如 2 二 2 2 二 WW 有 有 2 这 Zz 


Gi) 对 任意 的 z, YE 了 存在 着 =inf 地 认 ， 即 (a)z 守 2， 
.2 区 [pb) 若 尾 窟 zz; 而 2 所 2 全 避 有 z' 所 ?2， 
这 时 , 称 二 为 格 , 记 为 
2= 人 Uy w= YYy, 
称 z 为 xz 与 的 稍 Uoim), 妇 为 5 与 和 的 次 (meet)。 
例 1 洋 数 集合 读 9Ub=max (ay b)，anb=min (ca b)， 册 就 


是 恬 。 - 
例 2 吊 (Z) 蚌 一 个 燥 , 集 合 的 运算 4NB，A4U 妃 , (4，BE 币 (ZX)) 看 作 


是 楼 有 的 运 沽 。 
- 司 3 朗 王 = 有 (各 为 任 剖 集合 )，f 7EF， 庚 了 < 全 (所 有 的 zE XX， 


fF) 9(7)) (dd 全 3) 并 日 
(Ff Ug Ce) ma AT) HT) FN Cr) = min(f (ry 9 (2)), 


那么 下 就 蛙 补 各 


18 饼 4 草 复 人 语 


志 


$5 zorn 公章 


”以 上 员 然 从 村 素 的 立志 叙述 了 集合 论 的 一 训 分 内 容 、 但 是 为 
了 更 址 一 砂 展 天 理论 ,了 可 必须 有 下 面 隐 一 些 公 理 。 
在 这 些 怪 理 中 9 月 所谓 (amtor “ 整 列 可 能 的 公章 ， 意思 五 是 
圾 : “对 于 任 一 第 台 二 ,可 已 定 盟 适 当 的 滨 厚 关 和 也, 使 任意 子 集 人 台 
由 \C 到 ) 乱 有 最 小 元 素 "。 其 裕 豆 是 Zermelo 的 "各 撞 公 理 , 于 就 
是 说 :“ 误 有 和 哥 合 族 外 = {4; hEA), 而 :相关 名 , 有 是 雷 积 第 合 
4=[E14, 小 人 。 选 择 公 理 是 与 整 列 怪 理 等 价 的 。 Zorn 作出 了 与 
这 些 公 理 等 价 的 下 述 命题 外 ,这 个 命题 在 实际 上 容易 应 用 ， 称 汶 
or A 
9.1 worn 公理 如 有 序 集 台 《( 互 ， 委 ) 是 归 业 的 , 肌 誉 少 必 
有 一 -个 被 大 元 率 。 
便 工 瞬 镶 为 集合 六 上 的 一 个 深 透 , 划 至 少 有 一 个 包含 镶 的 极 大 元 素 
存在 。 
杯 明 ” 浇 谨 包含 入 的 所 有 深 迁 的 生体 Po ， 搁 腿 44 4.7 例题 知 桓 是 . 
贤 东 的 。 因 此 拨 恨 Zorn 公理 二 Fo 有 概 大 元 品 存 在 。 直线 
侣 2 衣 - 我 们 来 证明 在 插 一 向量 空间 下 中 必 有 基底 存在 。 所 请 {zt; 和 XE 
1 是 的 基 攻 ， 喜 指 : 0) 任 窟 让 眼 个 攻 如， 坊 性 无 闫 ，viil 鸡 尾 
党 ye P， 可 以 过 当选 到 有 限 个 pu …， oz 使 得 一 疡 aor ku 为 实数 )。 
首先 , 梧 耻 的 任 写 子 和 集合 如 = 如 saE 夫 ， 在 其 中 性 穴 有 耻 个 由 ，…) 
Wr 为 神 性 活 关 , 用 时 过 示 所 有 这 样 的 如 的 全 硒 。 妆 芒 ， Ue HM, mVCU, 
有 时 ,定义 二 Usy 出 守 最 热 是 归 炳 的 有 序 和 集合 。 按 有 恨 Zorn 公理 祥 有 极 大 
元 闵 局 = 如 直 存在 ,次 易 及 诞 ' To 就 是 了 的 一 个 基底 。- 


上 PP 和 PE -rmi 一 ad 一 we 一 Gd PP 


人 ”上 忆 上 三 公理 是 等 价 的 证 明 ,大 用 郑 末 文献 , [1] 或 [6 fp, 320) 。 


第 2 章 拓扑 空间 


第 一 将 只 就 一 般 的 集合 作 了 叙述 ; 本 章 将 诗 葵 定义 了 拓扑 的 
集合 。 拓 村 理论 是 G. 0antor 为 在 luclid 罕 间 的 集合 (分 点 繁 
合 ) 而 创立 的 。 现 在 使 用 拓 扩 理 认 的 大 我 有 : 

1) 使 用 于 与 Euclid 究 因 点 梨 合 性 质 有 关 的 场合 [如 微 积 
分 {网 高 木 直 治 著 解析 松 丛 第 一 这) 及 丙 数 渝中 所 庶 用 的 ]。 

( 主 》 使 用 于 与 图 数 空间 关联 在 一 起 的 场合 , 如 Hilhezt 空间 
远 及 J” 义 画 数 询 方 面 。 

(ii)》 使 用 于 Riamann 面 ,Lie 群 ,一 般 腑 几何 为 对 象 的 流 形 
体 请 面 。 其 中 全 是 最 直观 的 ,因而 在 理解 上 不 会 发 生 困 难 。(i 主 
村 使 用 距 痪 空 关 的 理 简 ,所 以 一 般 不 需要 更 秽 臻 的 理 咏 。 (这 ) 是 
最 特殊 的 对 象 。 虽然 拓扑 理 座 约 应 用 方面 不 同 , 但 内 容 上 并 湾 有 
什么 变化 ， 因此 可 把 它 总 括 起 来 作为 拓扑 空间 理 路 来 进 行 箱 迹 。 
著者 可 随时 联系 最 直观 并 最 容易 理解 的 Buclid 岩 间 图 形 来 理解 。 
这 一 理 洽 是 过 小 测 另 一 些 理 验 的 阶梯 , 所 以 定义 很 多 , 而 祖 形 之 
下 , 精 葵 较 少 。 假若 在 集合 论 的 基础 上 ,进而 对 抽 依 的 拓 着 概念 的 
研究 兹 引起 兴趣 , 那 就 很 好 。 ,本 书 因 第 幅 限 制 ,有 些 地 方 不 舱 作 许 
于 的 号 明 , 希 绢 在 网 第 时 对 这 些 地 方 加 以 补足 。 


56 uclid 下 财 


人 


在 Buelid 空前 到 om 中 ， 作 正 奖 坐 粹 对 使 点 PE 了 与 坐标 
(D1 Tay 虽 让 由 是 集合 柬 = 与 

一 如 六 如 XXX 有 (wn 个 ) i 
党 价 。 这 里 总 是 二 人 外 然 Be 二 3 "等 价 , 帮 可 把 避税 等 


TB 第 2 之 玉林 上空 入 


时 齐 况 。Fr" 中 的 点 用 2 一 (2a， ra， Bs = i Ya yu) 
等 率 吕 示 ，J 中 任意 两 点 2, 的 了 眶 离 pt， 奶 定 义 为 
po, P= (md) 

显然 . pt， 有 有 下 面 的 性 慎 : 

MI 对 于 任意 2,y 有 Pls, 四 守 0 pl2 9) 一 0 人 O22, 

MT plsg, Y)=plY, £). 

MTIT pig, WW + p(y, 2) p(s, 2) (三 角形 不 等 式 ) 
在 Euclid 空间 中 ,许多 性 后 都 可 由 这 个 距离 曾 数 ptz, 幼 引 出 来 。 
在 这 里 ,我 们 粹 壕 一 般 定 义 如 下 : 

6.1* ” 散 有 一 集合 革 , 如 果 在 其 中 定义 了 一 个 肥 褒 图 数 
Nd p(w; 的 【《 序 酉 象 p23, 级: 人 满足 MI, MMI， 

MUH , 则 夭 立 海 距 询 宰 向 , 和 沪 
( 工 , py}, 

健在 实数 请 中 ; 重 和 (9 了) 二 1a 一 bia; bE BR) ;那儿 (有 B， p 1) 是 肛 离 
空间 。 

例 2 3 入 Euelid 宏 宝 关 全 "2 基 距离 空 莘 。 

例 让 醋 革 为 压 窗 空 商 ( 蕊 , Pp) 的 于 集合; 邵 果 诞 p4 = —plAxA4 (对 53 
PEd 有 ptay 的 二 pie DD)) ;4 pi) 所 是 距 玲 空间 。 

例 生 毁 (Xpr)y yor) 部 是 距离 空间 ， 瑟 一 开 xY 旭 果 和 证 # (x1) 如 )， 
(zay 的 )] 《TCD 32 Pt 罗阳 (站 志 基 让 高 空间 。 

.入 5 酸 ( 玉 , Pz) 为 距 责 空间 ;了 为 任 启 和 集合， 对 于 7 8E 训 7( 开 一 瑟 7) 
器 Pi 四 = 一 sup py 和 9) VEI}; 那 未 (2 1 也 是 距离 容 闭 。 

例 6 (Hilbert 邮 关 ) 鹃 X={z=(tyzgsepm ;EE Ry 宣 坟 < 十 0} 
对 于 = 的 曙 商 为 

pt Y) =1 2 (eo ~ Ya) 

那 (x, PP) 是 距离 室 间 ;用 ?二 (于 Pp 下 示 ， 以 后 可 以 看 到 ， “是 一 个 由 
(可 分 的 ) 所 itbeat 等 间 ， 

例 f 任 章 集合 苹 ， 如 果 和 村 p(xy 对 一 和，D(zy 久 一 二 (7 关切 其 {入 p) 
也 是 距离 符 肌 。 


Br 


mm 


30852 
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其 他 下 元 空 骨 的 例子 ,地 看 16。 

在 距离 空间 中 ， 哥 以 定 闵 站 人 黎 、 级 陋 、 束 模 等 概念。 定义 这 些 
概念 虽然 有 各 种 各 翌 和 的 方法 ， 但 本 书 采 用 以 邻 域 肥 开 人 于 概念 作为 
基础 的 方法 。 

6.2” 在 距离 空间 (于 , pj) 中 ,对 于 swE, s 汪 0, 三 

Vw, 8) = {3 YELE, ply, Y) Ze},. 
那么 广 (4， 为 午 的 子 集 合 , 我 们 称 它 为 2 的 8 分 城 (neighbor- 
hood) (或 称 延 傍 )。z 的 。 储 域 的 生体 用 由 (人 = {VY v6); 6 二 0 
表示 。 : z 
轩 ( 中 具有 下 齐 挫 导 : 
VI rex, Vemsm rer, 
YH 衣 交 ,FEB(w) 可 适当 选取 ,EC(w}， 述 得 
VCPF NPs. 
-了 开机 正和 允 (VE 六 提存 在 蒜 严 ， un) 
站 Ver. . 

隆 明 Yl 站 兽 和 而 哈 。 

VI 骨 Vi= 了 Vite, 8), Vs Fly, sj 只 轻取 
Ve=V (2, min (er pi) 怠 有 和 3C 产 门 普 。， 

YY HU 俩 六 一 广 (9; 9)， ply, Y) 8:8, 而 天 =V ty, 
8 81) 就 是 所 求 的 。 / ” 凌 替 

6.3* 裔 ( 王 , p) 为 距 坎 空间 ， 艇 放 DC 加 是 zs(E) 的 
守 城 , 检 和 可: 存在 一 个 8 二 0, 闻 ， 

EVer, 8) CU., 
”的 邻 域 加 的 又 体 且 为 11(2), 1(g) 具有 如 下 的 性 必 : 

U 愉 .2EE， UEHD, zeED., 

DI 和 荐 DeEH(O UCUs, Wy UsE lf). 

UH 和 若 2 UsE tz)}, 莽 CNUsSEYD). 


20 缮 3 进 拓扑 瞧 岗 
UTY 对 于 UEU(z)， 可取 ENN(z)， VCEU, 使 对 所 有 的 
yEYV 此 有 UEHw). : 
证 明 从 满足 YI;,YIJT,YVIH 荣 件 的 遇 (2) 一 (Ps 8 全 人 
可 导出 UI- DIV, 例如 证 朋 IY, 只 慨 取 让 =V(s,s) ,jEVcD， 
并 参照 性 质 YITI 就 可 以 了 。 证 上 毕 
过 于 ;从 tuclid 罕 并 册 巡 定 党 了 中 
离 空间 ,从 而 导出 了 邻 域 系 的 性 后 。 更 
和 进一步， 就 是 根据 邻 域 条 的 性 展 米 研究 
拓 盾 的 性 盾 。 虽 然 有 刀 个 概念 都 可 以 作 
为 令 述 拓 牛 性 展 的 基础 ， 但 在 这 里 先 从 
邻 城 系 磊 面 着 手 。 
$7 拓扑 空 所 
7.1* 在 集合 下 中 , 如 果 对 于 每 一 个 2, 定义 了 一 个 集合 族 
Uw) ( 关 人 办， 六 且 满 足 6.3* UI, UII, UII，UIV 诸 条 件 ; 则 称 
1 一 {Ui(w) ; wzET) 为 分 域 系 , 而 称 TELU(o) 为 z 的 邻 域 。 当 我 们 
把 七 与 1 全 着 考虑 的 时 候 , 称 它 为 拓扑 空间 (topologioal spaee) ， 


”村 为 
z | (之 , ll)， 

-或 称 为 由 半 规 定 的 蕊 的 拓扑 。 如 果 zE 互 , 殿 称 % 汶 了 的 
上 晤 。 


合 1 股 (E， 站) 为 号 离 实 间 ;又 设 声 (z) 为 俯 腿 6.3* 定义 的 都城 对 出 
(X, 1p) 为 拓 扩 符 间 。 : 
例 2 对 于 集合 X 时 1 人 ao) = {Ci zE Wc}; 期 玉 是 拓 折 实 闻 ;本 例题 
与 #6 的 例 ? 互相 对 应 。 | 
例 3 对 于 和 集合 全 车 加 货 (z) 一 {X}, 划 它 也 是 拓 提 袜 关 。 | 
7.2” 改 ( 袜 ,让 是 拓扑 空间 ,对 于 任意 子 剑 人 台 百 ( 记 汪 )， 
(i) 者 五 是 二 的 邻 城 , 则 称 & 为 加 的 内 点 。 


$7 本 寺内 和 阐 2 


(站) 车 姑 = 玉 一旦 为 2 的 个 域 , 姑 称 4 为 古 的 外 虚 。 
Gy 如 sz 经 不 是 避 的 两 点 ;也 不 是 避 的 外 点 (名 4 的 任 一 人 


域 与 吾 及 产 都 煌 交 ), 剧 称 42 为 吾 的 界 感 。 

允 的 交点 的 全 体 称 为 召 的 内 部 (或 称 开 核 ) ,用 玉 或 枉 
起 示 。 / : 

如 的 外 点 的 人 一体 称 为 也 的 外 部 ， 
用 屯 事 孙 。 > 

吾 的 界 点 的 全 体 称 为 召 的 边 男 a 
(houndary} ,用 "各 未 。 

豆 -- BU Br' 称 为 瑟 的 团 包 (elo- OH 
SETG) 。 图 1 

由 上面 定 必 , 立 朗 得 出 : 

ECECE, Ee= (EY)°, Pr={(PY", . 

7.9* 当 耳 =?*， 序 杜 章 5 EBENE) 时 称 8 为 开 集 


(0p3n et) 。 

Ea 人 (有 ) . 
为 扼 划 人 窒 涛 (于, 区 的 所 有 开 集 O(C 瑟 ) 的 全 体 ,那么 有 下 列 性 、 
质 : 上 


QF 三 EEO{TT)}, BEDET). 
OI 7h 0sEDEYIBO NO ED(T). 
OQ OEOTE) NE [JO,ED(X). (这 里 二 可 让 具有 


任 痢 基数 。) ~ 
取 明 0I 旺 然 是 正确 的 ， 圣 于 Ql, O11]， 分 别 可 由 UTIT 及 
UIL 导出 来。 证 圭 


了 .4 允 于 鱼 意 马 的 子 集合 名 ， 是 如 守 (Bec 栈 最 大 的 
开 第 。 
““- 狂 明 避 裔 5EB"， =DU(EH2))， 取 满 足 杂 体 UIY 的 


a9 第 3 闪 拓 挤 上 毕 问 


广 ， 因 海 对 所 有 的 WyYEF 皮 有 UCU), 遇 此 可 网， 已 EUH 所 ， 
及 了 PCE", 也 就 是 衣 五 ”是 开 集 。 

ii 现在 珊 OED(LT) 及 0c 对 于 2zE0 就 有 DE1(w)， 
所 以 六 EE lite)。 由 时 可 见 ， OC BB". 应 寺 

[问题 ] 设 4,BCX, 求证 (1) X*=X， (i) (4 几 吾 )" 一 本? 站 瑟 "?， (这 
ACd, (iv A =A°, 

Y.5* 当 五 一 百 有 时 , 称 怠 为 卫 集 (olosed sot) > 如 = 五 这 一 从 
件 污 

EL=E UEOB= ORB- (FE)" 

等 价 , 亦 部 与 玉 为 开 和 集 舍 价 。 

拓扑 空间 4 ， 思 的 所 有 并 集 和 4( 己 环 ) 的 答 体 ,用 

器 《全 ) 

来 宪 示 , 它 有 具有 下 面 的 性 慎 : | 

必 L ENT), EUIT)., 

0D UE, | 

AII 如 ECZ) (MEDIN AEAT). 

“ 是 明 深 4EN( 于 ), 划 4°=0E 缉 (ZX), 因此 AT, AIT, AHI 
可 由 OI, QIT, OITL 导出 来 。 诈 华 
.6 对 于 任意 下 .的 子 集 马 ， 石 是 含有 五 (了 于 而 的 最 小 于 
和 集 。 

鞋 明 《二 :从 尿 = (Br)* 是 开 集 ,得 出 总 = (加 )* 为 请 柴 ， 

(下 珊 吾 人 是 AE SODA, AED(T) ,由 此 


A == 如， 所以， 4 二 (ER) "一 再 / 古寺 
.! 工 问 题 ] 对 于 4, BX， 有 《i) = 《ij (AUE UB}=AUB, Gi) AcA, 
Ni) 4=2. a 


7.7: 所 并 点 是 卫 (C 工 ) 的 聚 点 (或 集 积 点 ) ,党 指 ， 2 的 征 
一 邻 域 瑟 少 合 有 百 电 除 z 本 身 外 的 一 个 点 。 允 的 聚 点 至 体 所 成 的 


$7 拓 扩 益 问 3 


第 合 , 称 为 五 的 导 集 ,用 五" 峭 示 。 
[问题 ] 王孙 = 五 U Eo， 
7.8* 座 xzEB(CT) ,如果 存在 一 个 
UE U2) 使 得 
RENU= {sg}, 
则 称 z 为 吾 的 笑 立 点 。 
所 高 记 为 完全 集 ， 是 指 : 吕 是 于 和 集合 ,而 且 总 中 恋 有 珀 立 点 ; 
[了 是 ] 走 是 完全 集 的 必要 与 光 分 条 件 为 五 一 4。 
.9 如 果 历 = 三 ， 称 瑟 ( 叶 下 ) 为 处 处 称 密 集会。 
如 果 ( 训 ?一 8 称 百 ( 一 人) 为 想 集 合 。 
[了 间 通 ] 股 上 1; Ey 是 入 和 集合 ;那么 Fy U By 杰 是 琉 集 合 , 献 姓 瞬 六。 
鲍 立 : 股 尽 = 了 8 为 有 理 数 集合 , 则 9 为 处 处 稠密 集合 。 、 
全 2 嫉 开 一 R 则 Cantor 集合 0 不 但 完全 而 且 是 玻 集 合 。 这 里 所 强 
Canior 入 局; 其 描 : 
C= 0 1/31U C2/3, 1]) 
Cs= [0,) 1/9] U [2/9, 1/39U [2/3, 7/9] U [aA/9, 19, 1-) 
O04 二 Li/3*, (二 /3 归 (在 这 里 ， + 郧 滔 32+ (2x3) 十 … 


# ca i 璐 C= | 0 . 
图 “人 这 就 是 Cantor 哥 合 。 


酸 吾 为 互 的 子 和 集合 ,如 果 妃 可 表 乐 为 充其量 可 数 售 歼 集 侣 
-之 和 ,那么 称 百 沪 第 1 类 集合 (或 称 第 1 精 ; set of the first cate- 
gpozy) 。 不 是 第 工 类 策 合 的 策 合 称 为 第 & 类 集合 (或 称 第 2 业 ) 。: 

?7.10* 所 请 拓扑 空间 ( 卫 , 山 是 Baire 空 朋 ,是 指 : 如 果 任 一 
集合 耳 己 王 是 第 工 类 集合 ;出 再 一 家 ‘ 即 "在 也 中 处 处 稠密 )。 

开间 题 ] 长 干 面 全 Gi) ，(iii) 的 每 一 项 都 是 ( 卫 ; 贡 ) 为 Baire 室 泣 的 到 

轩 条 性: 

(i ) 不 空 的 开 集 合 是 第 3 类 报 合 。 
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Gi) 贡 的 ; Fas … 为 开 的 天 集合 , 若 已 有 内 点 ， 基 至 少 有 一 个 下 
存 定 落 内 点 。 

dii) 可 数 个 处 处 再 密 的 开 集 合 之 迹 亦 是 处 处 砌 密集 合 。 

引 我 们 来 襄 并 一 下 下 而 的 可 数 盆 理 ， 

?7.114* 芭 人 人， 为 折 扑 容 间 。 如 果 对 于 任意 点 2 GE 三 ) 在 
在 着 Uw 一 1 2 信人 ZJ) 使 得 任意 一 个 世人 Ne tm) 
都 合 有 某 一 个 U,(z) , 我 们 就 吏 ( 防 , 1) 满足 第 1 可 数 公理 。 而 
(Do )》 称 为 从 (z) 的 可 数 基 底 。 例 如 , 在 距 痪 空间 ( 卫 , p) 所 确定 


的 拓 并 空间 ,7(z, 二 );n 一 1,2,…| 就 是 (2) 的 可 数 基 底 。 


7 .8* 发 (天 , UD) 为 拓 持 空间。 如 果 存 在 阔 可 数 个 开 第 合 
{O04， 02，…; On，…} 一 B( 台 ), 对 于 任意 的 DE 史 可 表示 为 包 舍 于 
”的 0,€ BD) 的 和 集 , 则 称 (了 为 满足 第 可 数 公理 。, 辽 时， 
B(D) 一 {0,, O05， "也 称 为 器 ( 下 ) 的 可 数 匡 底 。 

7.18* 在 (及 ,内 拓 提 空 闻 中 ; 裔 {BB,; ED 为 卫 的 子 集合 
族 ,如 果 于 一 (J 如, 就 称 这 和 集合 效 为 了 的 复 艇 (covering) 。 特别 
当 所 有 瑟 为 开 梨 合 时 , 称 { 思 ) 为 开 复 赣 。 

7.14” 贰 拓 扑 窗 间 ( 互 ,1) 色 足 第 2 可 数 公 理 , 则 对 于 任意 瑟 
的 开 复 六 {0,; AGE 人 0 ,存在 着 可 数 子 复 盖 {0;,; n 一 1, 2，…) 。 

耳 明 ” 屋 BB(D) = {Ow n 一 32，2, 为 吕 ( 卫 ) 的 可 数 基底 ,对 
于 每 一 个 Oo 如 果 在 包含 拒 的 和 中 选取 其 中 一 个 0 天 (Di 
的 全 全 加 成为 了 的 枉 数 子 复 六 。 :本 毕 
i : 6 钨 覆 遇 条 


时 1 -前面 已 证明 ,在 拓扑 宏 有 (ZX, 切中 ， 区 的 下 全 0O(CX) 
的 双全 中 () ,满足 7.8 的 条 件 OT, OJ, OIII。 现 在 上 过 来 , 在 
集合 于 中 先 镶 出 一 个 集合 族 LY》( 己 畦 (了 )), 并 县 壬 它 满足 


8 连 按 映 闲 上 
Ol, O11, OIH, 庄 条 件 , 这 时 ,对 于 zE 生 ， 涌 是 
EOCU (0ED(EY) 
的 所 有 DC 五 ) 的 合体 用 (2) 求 表 示 。 不 难看 出 (2) 席 是 D1， 
，TUII，UIH，UIY 多 条 件 ; 而 且 关 于 这 个 邻 域 对 导出 来 的 开 和 集合 全 
体 , 容 易 上 丹 计 是 与 一 开始 粮 出 的 罗 ( 革 ) 守 全 一 和 的 。 
[ 骨 题 ] 泛 有 明 以 上 的 命题 。 
由 上 上 可知, 至 的 拓 朱 由 了 于 答 册 了 交 ( ) 而 被 规定 。 站 这 样 的 
演义 下 ;可 以 把 拓 提 空间 (入 ， 山 改写 成 
(了 ,OK)) 


的 形式 。 
8.2* 个 白 着 守则， UD (了 中 ,所谓 映 象 产 : KsY 
塞 遍 wEX 漆 癫 ,次 
pty ene 
邹 对 子 任官 UEU(f(D) 都 有 广 人 DD Ep). 
[ 措 通 ] 对 于 下 况 空 间 ( 苹 ; p) ，(， p) 所 决定 的 拓 提 窒 则 ( 玉 ) 1 ，(Y， 
WW ) , 暴 笋 X37 了 在 点 z 达 后 的 充 要 条 件 为 :对 于 任 注 s> 0, 可 选取 某 一 个 
5> 0 使 得 Fotf (本 70Oofzy 人 D) 
如 有 映 银 产 二 一 了 在 到 中 每 一 点 4 孝 违 撤 , 简 称 /为 加 组 。 
8.3 罕 拓 打 空 间 ( 卫 ,如 ( 玉 )))， (了 ,DO)) 中 , 贞 象 下 -> 了 
是 浊 猎 的 充 让 条 任 沥 : | 
TCO}, 
卫 明 肌 了 为 过 种 蝇 象 。 又 琶 ED ,307 = 0， 则 对 
子 生 一 个 3E0, 就 有 2 EO, F107) 一 站 和 攻 ( 人 由 此 有 GE 
名 (二 )。 反之 ， 设 广 ? 的 (了) 站) 己 加 (了 )， 购 守 任 一 点 32 二， 而 
EECFtoy , 剧 取 满足 了 (wy EO'CU' 这 样 条 人体 的 个 和 总 (人 ) , 妙 
笃 由 拉 2EFT 了 OD 六 0 ， 让 0D ED, 可 得 广 1(Un EE 
tw)， 因 此 了 在 zx 为 连 可 。 二老 
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[问题 ] 姓 /> 了 Y 连 炎 的 充 要 条 件 为 fA(Y)) 于)， 

8.4 即使 映 象 1: 了 -> 了 为 连 炽 , 也 不 一 定 有 了 (D(X)) 
世人 DD) 或 了 (CTDD 人 CIP) 当 了 D())C 守 (站 时 , 称 了 为 开 
映 象 ; 当 六 守 ( 芝 )) 叶 (了 ) 时 其 称 为 并 映 象 。 

[ 现 征 ] 六 作为 连 秆 而 不 为 开 映 象 ( 开 映 银 ) 的 例子 。 

8.5 在 拓 井 空间 (, 只 (o) ，(Y ,CY)), (2, 全 (2)) 中 , 裔 
映 象 :了 7 了 及 gy: 了 ->2 都 这 粳 , 肿 gof: 工 ->2 也 连 糖 ， 

征明 设计 站 己 全 ( 夺 ) 于 全 (2))C 人 (CT)， 从 而 有 
(go OECDOTN COT). 证 志 

8.6” 在 人 琴 近 扩 空 关 ( 了 ,全 (于 )}，( 了 ,分 (了 )) 中 ;如果 
存在 一 个 完全 1-1 的 峡 象 :了 一 了, 而 六 广 :都 束 粮 , 则 称 ( 荆 ， 
包公 与 全 如 证 放 为 同 豚 人 omeomorphiey， 证 称 了 为 癌 慌 
映 录 。 

完全 1-1 的 上 映 象 了 :了 一 了 是 请 且 怠 稍 的 充 要 条 体 为 : 

fIDT) FDP -DR)). 
( 充 要 条 体 也 可 写成 : 对 于 所 有 的 we, 都 有 (0) 一 (fF(2))， 
焉 者 ,对 于 所 有 的 YE 午 有 广 区 1 ) = 二 (2109) ).,) 

以 拓 反 空间 的 理 渝 与 代数 学 上 的 群 的 理 划 作 一 对 比 ， 就 可 在 色 如 下 的 
对 腿 : 

拓 拓 空间 4* 群 ， 过 和 粮 映 象 盛 准则 构 映 盆 ， 辣 肝 > 同 构 。 

8.7 设 在 辣 一 第 合 互 中 , 有 由 本 个 拓扑 定 尽 出 的 拓扑 空 凑 
(加 ) 汀 1， 呈 )。 当 恒 等 陕 象 Iy: (于, 分 )->{ 下 ,部 ). 为 连 娘 
计 , 就 称 ( 互 ,只 ) 的 拓扑 比 ( 世 , 吕 ]) 的 拓扑 强 ( 或 者 相反 的 脱 ( 瑟 ,只 人 
的 拓 害 比 ( 互 , 今 ) 的 拓扑 弱 )。 不 难看 出 ，( 子 , 只 ) 比 ( 蕊 ， 史 ) 强 等 
价 了 于 雪人 一 所 ， 

例 ”在 集合 汪 ， 静 各 一 末 () 结余 5 外 站 是 括 持 安 间 .玉山 吕 ={， 
卉 有 U 并 下 :为 折 直 窑 关 。 依照 上 左 的 内 义 易 知 (X; 区 罗 评 强 拓 村 ,而 


§9 拓 打 空 疝 的 构 刻 5 
(及 人 名,) 为 最 颈 拓 扩 。 
$9 括 站 字 半 的 构成 


从 已 知 拓 井 空间 来 定义 新 的 拓 持 空 闻 有 好 几 种 万 洁 ;闪闪 二 、 
三 种 方法 语 明 和 如下。 
9.1* 设 革 为 一 个 集合 ,， (了, D(7)) 为 拓 扩 空间 , f: 人 一 
沪 已 新 上 映 象 。 讲 
六 一 六) 
还 么 吕 人 ) 必 詹 满 足 OI, OH, O01II 诸 条 件 。 这 样 定 出 的 拓 持 内 
间 (二 ， 因 ， 称 为 从 是 ， 癌 好 吃 由 了 序 优 地 于 力 请 导 的 招 扑 
怎 立 。 在 这 时 ，j: 节 一 了 为 速 稿 映 朱 。 ， . 
[出 三 ] 9.1* 定 旺 的 拓扑 全 人 科 (XO( 苹 )) 是 司 了 -x 为 束 锭 的 所 有 
X 的 拓 挤 中 最 器 的 所 拖 , 就 柄 明之 。 z 
.2” 特 玖 情形 是 : 裔 (了 ; 台 ( 了 是 拓扑 空间 ,而 冬 是 了 的 子 
华 合 (三 己 了 站 ), 有 到 必 王 一 了 是 一 恒 等 身 业 , 印 s2) 一 Aw 全 二 儿 这 时 ,由 
OE) = NV; OCHO )} 
定 出 的 拓 提 窑 闻 (于 , 导 { 玉 )) , 称 为 (人 史 ( 了 n)) 的 所 站 子 守信 ( 训 
称 相 允 招 超人 芭 半 )。 
[问题 ] 这 (时 ; 富 ) 汶 由 距离 空间 (入; 中 所 定义 的 所 并 塞 凋 :和 【入 ,各 4) 
(是 志 下 基 由 (4 pd) 所 定义 的 搬 插 空 关 ， 则 后 洛 为 前 者 的 拓 直 子 尝 闻 。 
9.3” 贡 ( 二 ， OX)), (FY, 入 )) 为 次 个 应 社 窒 并 。 寺村 
也 一 三 xx 了， 旺 
(2) 一 人 207 于 《4 NN prr (lB) -4x B: 
AED(R), BEDT)), 四 
2)= (OO; OE DOE), 
(其 中 上 由 为 任意 基数 的 集合 的 和 集 。) 那 笃 全 (2). 必然 满 是 Ol, 
OIL OUI 等 条 忻 。 我 们 义 (如 ,如 (分 ) 为 (下 ,局 ( 玉 )) 与 (了 ， 
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OOF)) 的 这 积 攻 扑 人 闻 . 不 难看 册 ，jprr:C -二 此 Jr :Zr 了 为 
连 种 映 象 , 半 且 基 开 映 党 。 

[局 题 ] 人 大 (7)) 与 (了 了, 名 (7) 的 直 积 拓 并 空前 (2 守 (20) ;是 能 使 
prr: 及 Dr: ZY 为 过 者 内 ZZ 的 展 疆 拓 扩 。 

9.4* 设 ( 下 ,, 六,) 人 Ed) 为 丘 扑 空 关 。 必 = 工 开 是 站 积 集 
合 , 壬 


D* (2) = {pri (O00); n=1, 2, 2, NE A, ONE Dn) 


(此 处 pr 为 4-> 达 的 射影 ) 及 

D2) = {0s; OE D2)) 
(Mf 的 基数 为 任意 的 ) , 旭 完 (2) 满足 0I, OI, OFIT 纤 条 件 。 耽 
时 称 (2， 袜 (2) 为 下 积 拓 提 空 振 。 显然 97, :2 一 卫 , 为 建 和 类 开 
上 映 象 。 ， 


[和 9 题 蕊 交 积 拓 盾 符 间 是 能 使 所 有 pr: (Xe 4) 都 巡 梓 的 展 回 扩 提 ， 
[ 尖 题 果 由 Euclid 宏和 (R", oo) 定义 的 拓扑 空间 (R", Ds) 与 由 
CB; pi) 所 定义 的 拓扑 窄 并 (B,D ) 的 个 省 积 实 间 是 -我 的 。 


8.5* 订 ( 及 , 侣 (XX)) 为 丘 提 空间 ,了 为 任意 一 集合 ,并 设 


大 和 ?了 为 完 双 有 映 象 ( 朗 了 7() 一 了 )，( 亦 可 把 了 者 作 站 的 商 窑 
撕 , 而 把 站 洪 作 完 全 正规 映 象 } ,得 
DPF)={B; BCY, f-1(B) ED(X)), 

则 呈请 足 QI, DOII， 0IH。 防 时 称 二 ,分 (了 )) 为 座 折 半空 间 ，。 

例 1 在 5.4* 中 ， 从 如) 宫 (2)) 村 融 于 prr:2->X 得 到 的 南 柄 扑 空 有 靖 
(入 名 (及 )) 是 与 最 初 的 全 折 害 一 慑 的 。 

俩 3 股 到 一 本 -一 全 人 0， ‘OE 者 示 通过 原点 的 所 有 让 乱 的 有 至 
体 。 在 上 证 尽 的 商 折 插 室 间 , 称 为 垃 蕉 射影 迎亲. 

例 3 由 天王 瓦工 一 甩 / GE 了 :zr 十 必 (ER/Z) 定 关 的 商 拓 盾 空 陆 (了 ， 
外 (位 )) 与 符 面 上 的 单位 图 51= {er rE 天 mod 2} 间 及。 

| 沿 题 ] 了 的 商 折 扑 是 使 了-> 了 为 束 炉 的 了 的 最 强 拓 扩 。 

用 以 上 方法 , 从 Buclid 空间 出 发 ; 地 可 以 导出 许多 形形色色 


} “ 


#3 垢 速 通 性 如 
的 折 圭 涂 搂 。 
di0 连通 性 


1.1 ”所 痢 哲 扑 空间 ( 字 , 史 ( 司 外 为 连通 的 connected) 是 指 : 
在 人 罗 {( 证 ) 下 不 存在 有 丙 个 中 ,Ds 入 ( 革 ) (0 六 ,0s 基 周 ,满足 
立 二 届 UDa 人 a 一 
根据 迹 -- 定 文 , 羡 郎 可 知 : 在 拓 折 实则 { 斑 ; 估 (2X))， (了 Y; 公 (F)) 中 ;如果 
这 通 ;而 /下 x 了 为 完 笃 连 午 映 象 , 则 Y 也 是 连通 的 。 
10.2* 说 各 为 拓 扩 空间 ( 开 , 咏 ( 玉 )) 的 子 策 合 ， 如 拓 扩 子 空 
划 (4 光 (4)) 为 速 通 ,天 称 4 为 速 通 的 。 
间 题 ] 愤 荆 者 殿 ["， 加 为 束 通 的 。 
10.3 (i) 葵 山 ,. 4zC 本， 元 (ar， 4 为 逐 通 ， 里 
A AseY, 则 .44。 出 过 通 。 
(六) 可 40E 四 都 是 速 通 集 , 且 门 4, 闻 由 则 (JU4; 也 如 通 。 
(证) 车 4 为 天 通 , 则 其 于 包 4 也 乏 通 。 
“( 阅 题 ] 证 明 上 潭 的 命题 。 

20.4* 在 拓扑 空间 (及 , D) 中 , 作 所 有 含 点 了 的 速 通 集 北 的 
子 集 之 和 集 ， 妈 这 一 保全 一 定 是 含 x 的 最 大 不 通 集 (C) 。 我 们 
称 这 最 大 迪 通 第 为 合 % 的 成 分 。 (于 , 只) 中 的 性 两 个 成 分 或 者 重 
会 , 或 者 不 相交 。 因此 不 难看 时, X 可 表示 为 互 不 相交 的 戌 外 之 
和 。 

例 1 在 Cantor 集合 C 中 ,对 每 一 点 zy 含 = 的 焉 分 为 {z}， 
例 2 卫 的 开 集 合 0 中 合 任 一 点 的 每 一 点 成 分 为 开 区 关 ， 从 而 任 赛 开 第 


全 可 地 示 为 
0= WU 人 T= Gm) 
即 0 可 演示 为 这 其 量 为 可 数 个 开 区 间 的 和 和 。 z : 
10.5* 在 柄 扩 突 下 (主人 冤 ) 中 , 朋 区 周 了 = 划 ， 力 的 加 二 区 条 
f 一 到 的 象 了 (1) 称 为 三 .上 的 组 。 如 果 这 上 的 任意 两 点 都 可 以 
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千 成 弧 , 就 称 三 为 号 舌 训 竺 。 几 是 绝 状 连结 的 拓 9 着 空 得 一 定 为 过 
通 的 ,但 是 , 反 过 求 不 一 定 为 昔 。 
511 分 离 茶 件 (Hausdorf 袜 间 与 正规 空间 ) 


11.1* 如 果 拓 站 空间 (于 , 仿 ) 满 足下 面 的 王 条件, 则 称 它 汶 
Hausdorti 空间 : 

a . H 对 于 和 尾 人 巧 相 异 的 卫 应 ,2 
”人 ， 和 (EZ), 存在 着 DU,EN(2),DU,EN(y)， 
`、、”/ “、 ./ 使 得 UNU,=$. 


a 用 在 Hausdorff 容 闻 , 私 由 一 点 所 
图 基 :l 胡 成 的 子 侦 合 {2} 必然 是 朋 繁 。 


例 1 由 距离 空间 (XX, Pp) 定义 的 拓 提 宏 间 (XX Ow) 为 Hausdorff 实 间 , 因 
为 当 as 一 pfz 分 >0 时 ?就 有 了 (zy qf2) 人 LF (ys ay2) 6. 
全 2 条 中 = {X 人 这 样 的 并 扑 空间 (XX, 多 ) 不 是 Hausdorff 宏 间 。 


11.2 (i) 膏 ( 玉 , 全) 基 Hausdorff. 安 阳 , 并 关于 宪 的 拓扑 子 
空间 了 也 是 Hausdorff 空间 。 

下) 识 ( 革 ,人 [AE 4) 此 为 Hausdortt 空间 , 划 它 们 的 过 积 
拓扑 窗 闻 他 基 Hausdorft 窑 睛 。 站 

(证 证 ,全 是 Hausdor 下 空 沿 , 而 (下, 全) 基 由 有 映 锭 
f: 广 一 了 族 导 出 求购 拓扑 空 洁 , 则 (人 ， 纪 7 为 Eausdorf 空 沿 的 这 
要 条 件 征 : 了 为 1-1 对 应 映 象 。 

[问题 ] 功 亦 明 上 面 的 谷 是 。 

(iv) 设 (f, 守 ) 基 由 拓 丰 空间 (下 ,人 光 ) 及 ;了 一 了 构成 的 商 
二 盾 衬 有 隔 , 著 么 乞 使 ( 守 , 品 ) 是 HausdorE 宏 间 , (了 Y,， ) 苦 个 一 定 
是 Hausdorft 窗 间 。 ， 
例 各 信 =B, 了 了 一己 /人 Pi of 让)-4 十 昌 f 人 阅 )， 刚 工 不 是 Hgaador 主 


谷川 。 
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11.3*” 诗 我 们 来 定义 更 强 的 分 离 条 件 N; 

N 裔 , 4; 为 任意 两 阴 集 , 如 果 所 门 As 一， 则 存在 着 开 
香山 满足 AiCCO 4:， 
而 且 ON Os=$, 

满足 条 件 N 的 Hausdorf 空 
并 秘 为 正 替 究 关 , 但 Hausior 人 十 i 
年关 来 必 是 正规 宝 闻 。 

”11.4 距离 空间 是 正规 空间 。 

征明 这 而, ds 为 尾 痘 两 
不 相 变 的 团 傈 , 对 于 x2E di, 置 #1 (7) ™infptls, y) 0, 对 于 
tcE As， 已 入 inf pw， 中 人 0。 肥 识 

~ Vo, s1(2) /2), 一 人 esl) /2) ,| 
那么 , 艇 有 相 入 加， 三 Day 人 让 门 Ds== 信 成 氏 。 才华 

对 定义 在 正夫 空间 上 的 速 炉 醒 数 处 再 起 来 比较 容易 。 

11.5 TUrysohn 的 精 理 @ 设 41, 4: 为 正规 空间 (及 , 台 ) 
的 酶 个 嵌 集 , 且 42zf 4s= 二 和 9。 这 了 时, 就 存在 着 加 燥 映 象 f: 一 玉 ， 
并 满足 如 下 条 件 : : 

Ci fl) =0 (zcE4); i 

(1) flo =l1 (2€ As); 

(ii) Of(o) 1 (wEZX)., 

跑 明 不 难看 出 , 条 件 NN 等 从 于 下 面 的 事实 : 设 过 为 了 第， 
0 为 开 集 ;而 4COC , 则 存在 着 一 个 号 ;使 得 AcO.cO.cO. 我 们 
柯 反 复 利用 这 个 性 质 染 证明 上 述 定 理 。 先 命 0(1) = 48 (是 开 和 集 )， 


则 生 己 妨 , 仓 40(D) ,因此 存在 着 一 个 0( 喜 )， 浇 是 AiE 


OQ ”去 看 关 请 直 :， 折 拉 空间 妖 给 ,条 学 出 版 村 ，1958， 闽 一 章 4, 本 定 进 芷 办 中 
维 加 陡 症 种 。- 一 解 者 注 


a2 第 3 容 拓扑 些 机 
0 (去 )c0 (jc 0OGD ,同样 存在 着 以 三 ) 及 Of 已-) 满 足 4 
0 ( 二 )c 二) 0(#)c OG(5)c O(%)c 0 (5) TO {1). 


反复 进行 下 去 可 得 到 有 理 数 i eb = 人 2") 四 


每 一 个 有 理 数 对 应 着 一 个 天 全 Om) , 插 满 足 : (1) O(1) = 4s, ‘ii). 


C0), (过) a 二 8,0te) C0(8) .现在 只 要 假定 : (a) 当 Eda 
时 一 J， (Db) 当 ww AF 时 了 Ww) 二 inf (a; 和 和 已 dj 这 个 故 数 
了 (就 满足 定理 的 发 求 。 让 此 

11.6 Tietze 扩 乡 定理 讽 ( 了 , 交 ) 为 正规 突 间 ,， 4 为 王 的 
子 集 合 , 而 go:4 一 BR 为 定义 在 4 上 和 的 有 界 实 连 统 函数 。 那 么 在 
在 荐 定义 在 上 的 实 巡 和 炉 图 数 了 : 卫 ->R, 并 满足 : {i) fi 4 = go， 
(i sup {lf (2) |; ZE TR}=suptlp (|; EA}(— 0). 

多 明 首先 设 A1 = Vi([no/3， co))，4s 一 op 人 ( 一 ec， 
一 Ho/3]) ,人 恢 照 11.5 的 做 法 ， 可 得 一 连续 实 画 数 : 为 : 王 -> 好 ， 而 
且 户 (~ 位 A yk |fobe) |<pof/8(eE 了) .特别 在 4 上 合 
oa 一 po 一 六 人， 天 | gt) | 志 3 jo/3(= a) ， 灵 杭 这 冬 做 
下 去 ,能 够 得 到 (9) ， p(w) ,满足 : (四 (2) 在 证 上 的 连 秆 而 
数 ， pnt2) 为 在 生 上 的 如 和 续 画 数 ，( 人 人) gp, (8) 一 Port 一 .1(2)， 
(i) sup (| pt2) | LE A} = (3/8) "m0 Sup {|f,.(2) |; o€ TT} 
Sf， 因 Fe) 一 疡 人) 十 广 ( 人 7 十 … 一 致 收 租 , 故 广 王 区 关 为 束 
千 栈 数 而 且 有 |f (2) | < > fp) | 起 Ho。 荔 一 方面 , 当 w 所 有 4 时 
有 poko = fr) 一 Fe 。 南 毕 

下 面 的 性 质 虽 然 常 常 有 很 大 用 处 ， 但 本 书 以 后 井 不 用 到 ,所 以 只 把 桔 果 
乞 述 一 下 。 

11.7” 一 般 指 扣 鹤 半 (XX, 避 ) 的 于 集合 {0;, %E 仙 汶 局 可 有限 , 官 指 : 对 


| 


上 机 
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也 插 意 一 个 xE 了; 存在 一 个 地域 Fo 使 得 众 ; Us 几 OO; 生 后 为 有 限 ，。 

ii.8 机 ( 玉 ; 扣 ) 为 正规 空 天 OoxE 本 为 王 的 局 部 有 限 的 开 复 闭 ， 则 
可 取 适 当 的 明和 集合 少 己 岂 ， 使 得 区 = A di;, 除 计 以 外 ， 并 在 葫 拭 安信 所 
上 的 和 实 速 不 醒 数 产 ( 全 人 E 山 ， 满 足 : (0 0 f(T) 26 苹 ) (ii) 了 (5) 
直人 全 后 玫 一 全) (ii 产 人 > 和 ZE Cv) a (2) 一 上 

[内 题 ] 静 (， 名) 为 正规 空间 :对 于 天 集合 2, 旺 

SO = 二 {了 (0); 了 (ww) 定 文 在 斑 的 速 炉 丙 数 ，0 志 Fo 去 20 (办 二， 
对 村 两 分开 集合 心 ，0s 最 
SO) + 8 (O02) Fo FESON gESIODN 

出 : ，- SI UN CH + S09). 

.9 虽然 正规 定 间 有 共度 好 的 特性 ,但 有 下 面 的 珊 实 : 

共和 正 诊 空 有 并 的 折 扑 于 空间 未 必 是 正规 空 村 ; 

(1) 三 个 正规 空 几 的 直 积 空 关 未 必 是 正规 空间 。 

(时 些 性 硕 的 号 明 可 雪 厦 Kélleyt1,) 


现在 名 壕 一 下 关于 正规 空间 皮 为 距离 宅 间 风 条 件 。 员 然 月 前 
将 必 村 与 充分 条 件 已 玫 仙 立 ， 但 下 面 定理 所 糙 包 的 充分 条 件 较 呈 
于 运用 。 

11.10 Urysohn 的 附 以 距离 定理 满足 第 一 可 数 取 理 的 正 


规 空间 (下 , 中 ) 一 定 能 够 定 艾 一 个 距离 男 数 ,使 由 ( 妃 ， 由 所 确定 的 


拓扑 空间 革 诛 有 的 拓扑 空间 (五, DD) 一 致 (这 就 是 所 请 | 总 附 
投 距 次 可 能 的 害 理 } . 

丁 明 识 台 的 可 数 基 庭 为 {0;; nl 3，.. -3 - 闭 太 员 洒 
OO 这 样 生 偶 如 = (Ow Di 的 全 体 {DD 了 = 3 ,.8,…}。 对 
于 每 一 个 天， 作 一 个 定 训 在 总 上 上 的 实 束 红 两 数 ftw) a 

fr) = -ls ‘CEO, i 
， 、 0 (gEO, ， op 1 
者 cy(CEKT), 则 存在 具有 性 质 EO, YEO, 的 秆 偶 二 分 


we) =f =1, 2, 0 ) ,NM 王 志 0) SEP< +,. :如 跟 


0 第 3 闪 扫 扩 空间 
p80) = tn), Wom) re Un) 11), 
则 pg: 了 一 1 为 1-1 对 应 的 频 象 (P 在 386 例 6 中 已 知 为 距离 空 
表 ) 。 更 在 只 要 起 Ptz, 切 二 p29 (2)，8 (级) ; 则 pp 就 是 在 荆 上 定义 
的 距 讽 丙 煌 。 由 p 定义 ,这 一 lb 与 一 开始 所 葵 的 邻 域 系 1 相 
一 致 , 因为 ; 
1 对 于 任意 4%E 芝 和 rr (ests>0), 一 定 存在 着 Tc Ww), 


使 得 UCV。《w1s) . 事实 上 , 取 满 足 (二 ) < 访 (- 古 ) < 各 
的 长，?o0 其 次 选取 局 EU 使 当 wyEU 时 ,满足 条件 [wt 
一 饭 ( 押 | < Bo 瑟 人 一 开 …, 0) ， 剧 UCV,(z, 8)。 由 此 可 见 
Uw oll, ty), 
(二 对 于 任意 的 UE Up)， 在 在 着 Vlg, Sy {s 汪 0 的， 满足 
Forae) CD, 事实 上 ,发 2EOxCT， 我 们 可 以 取 具 有 *E CCcD， 
zE OCOCO. 性 夺 的 集 公 = Oy DA)。 届 大 一 志 洲 pz 芭 


<1, 炉 二 0 有 4 (wy 1 控 招 和 (2) 的 定义 ,了 驶 有 


yO4 序 有 (Im) CU。 这 就 是 机 to) 二 有 (wm)， 证 沁 
0 512 了 性 ， 
12.1* 如 果 Hausdorff 空间 ( 互 ， 请 是 如 下 的 条 伯 圾 


交 为 紧 演 个 Ceompact spaee) : 
kK 阁下 风 开 六 各 族 DLAE 用 为 的 复 妆 ( 季 廊 Jp， 
囊 必 有 有 限 个 为 ,…, 入, 使 得 字 一 U0,. 

容易 验 鞍 ,条 件 玉 与 下 面 的 条 件 K' 等 价 : 

K' 车 站 的 天 第 合 族 [44; hE 人} 具 有 有 限 交叉 性 (好 对 于 
险 意 有 本 个 人 入 都 有 [4 多 ， 则 门 4,x*9. 

.2 紧 寄 间 ( 芳 , 分 ) 是 正规 空间 。 


rn 


#42 紧 性 a 

本 明 。” 巩 有 了 关 第 合 4i; As( 山 门 A 一 各 ;对 于 EAl, YE ds， 
进取 具有 USIUP 一 和 这样 性 质 的 邻 域 UPE 9), UE 9)， 
从 人 UU? 由 ,可 以 选取 有 限 个 oz "nr 清 星 U4 = UU UA 
(参看 12.3)。 量 Uy= DOE4a) 。 又 从 一 4， 同样 可 
以 取 有 限 个 妨 ， yz，…; 满足 Le 如 果 量 0.=[ 0 


O1—\ J Dy 那么 CO AsCDsy Of Os = 诈 荣 
用 89 里 的 三 法 直 紧 空间 构成 种 种 的 拓扑 空间 , 醋 加 它们 是 
吾 也 是 紧 空 间 ? 
.12.3 紧 空 间 (了 ,如 ) 的 拓扑 子 空间 4 是 荣 的 充 权 条件 为 : 
4 为 阳 集 合 。 


胜 明 届 4 为 并 集合 。 如果 4=(\Jj0;,，0O.ED(4)， 而 
0 一 4 几 OwO,ED, 刚玉 =( 卫 一 4)ULJO,。 由 于 环 是 紧 空 间 , 训 
存在 着 有 限 个 为 ,…4h, 使 得 于 = (于 一 4) U O44 即 4 JO%， 
必要 条 件 可 从 (12.6) 导出 来 。 钼 此 
.18.49 若 (年 , 六 ) 是 紧 空 间 ， (了, DO") 为 Hausdorff 空间 ;而 
六 了 -> 了 到 是 完全 1-1 对 应 束 神 映 象 ,那么 (了 习 ) 也 是 紧 空 间 : 
特 噜 是 从 紧 空 间 (于 吕 ) 导出 的 商 拓扑 空间 如 果 为 Hausdorff 容 
疝 ; 慰 必 同 时 为 紧 寄 间 。- 

” 丁 明 说 了 了 =Ov(O.ED), 天 x fA0. 由 事 了 为 
涉 续 , 旗 广 (00 ED。 叉 因 的 紧 性 , 所 以 存在 着 有 限 个 ju 
,2 使 得 于 一 J 了 1(0%), 册 此 可 得 了 =(J O04。 ， 证 地 
12.5 Tychonoff 定理 慌 《 RD (E 几 是 紧 空 基 , 那 

秋 密 们 的 宦 积 拓扑 空间 ( 开 , 中) ( 开 一 卫 马 ) 也 是 到 安阳。 
枉 明 误 {4; KEM} 为 革 的 有 限 交 又 性 的 于 集合 族 。 竺 
5 的 例 1 奸 明 相同 ,存在 着 一 个 合 {4,} 的 极 大 深 进 中 。 瑟 , 的 子 


89 颖 3 章 扫 卸 些 税 


集合 族 吕 一 人 pr,( 相 ; ES) 也 是 有 限 交 及 性 的 。 册 于 区 ,是 紧 
的 ,所 以 人 rm 天 六 ， 缸 允 ENpraB, 并 假定 zE 节 满 是 : pr; (2 人 ) 


一 23， 现在 只 要 能 健 证 上 朋 2 EL[ 过， 问题 也 就 解决 了 (因为 合 


{4 的 极 大 深 鹏 , 故 接 照 深 各 的 定义 知 2'E [A 即 [ 二 到 纵 ， 
为 此 ,只 到 能 就 朋 vw 榴 任 意 邻 域 召 (或 者 属于 He) 的 基底 Uy, 
满 是 可 NN 广 关 B(FE 当 ) 就 碟 了 。 但 是 邻 域 口 按照 拓扑 直 积 空间 的 
加 成 只 要 着 霸 二 pra (U2) 人 间 pr 人 C0%E 1 (eg)) 的 形 
式 就 足够 了 。 村 廿 明天 N=FI prii(0, .Tprzi (0)) 天 旨 ， 
有 颖 能 证 羡 站 2 (UD,) ,El C200) 就 订 以 了 。 站 
在 站 pri) 学 GU EN, DD) 可 由 pr FNU, 车 出 来 。 和 这 茂 
证 明子 达 的 紧 性 。 ”元 毕 
12.6 设 (X, 六 ) 为 紧 空 间 , (Y, 为 Hausdorff 窑 闻 ， 
了 XX 一 了 为 速 各 映 象 ,加 J 是 明 交 。 特 别 了 (站 ) 是 了 的 阴 子 货 合 。 
， 栈 明 酸 YE 了 一 了 XX)， 了 (2)Ef(X)， 然后 取 适 会 和 
大 Uj 由 Uy = 儿 的 令 域 UB EUW))，0UY9PE Wy)。 因 
LL】 UofA ,而 有 旦 按照 13.4, 了 (XY 是 紧 的 ,所 以 可 取 有 


Men err 

限 个 吕 队 )…UD 史 ,FE 若是 ,= 门 Fyeo 那么 庆 ( 生 ) 

=, 即 了 一 # (下) 为 开 和 集合。 一 般 求 讨 ， 车 院 4 为 玉 的 于 楷 

合 , 旭 优 照 12.8, 4 是 堪 的 ,由 此 了 (作为 肖 于 合 。 ” 痊 综 
22.7 裔 (了 ,全 ) 为 紧 空 间 , (FY, 全 为 再 ausdor 他 空 镍 ,又 届 

关于 -> 了 为 完 对 工 - 工 对 庶 的 加 态 上 映 得 ,中 么 产 : 电 汗 杭 , 而 且 (X， 

人 与 了 D) 同 蚊 。 

” -| 是 明 ， 可 从 12.6 直接 导出 来 。- : i 
.12.8 前 (站 ;六 ) 为 紧 空 间 , f :于 >R 为 在 臣下 定 羡 的 建 粮 

瞻 象 ， 出 f( 训 ) 为 有 经 阳 第 ， 而 内 存在 着 wo; a 下， 使 手 了 (ao) 

Supf (EE), fn) =inf f (X), 
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赋 明 ” 因 了 ( 卫 ) 是 的 紧 集 合 , 按照 第 38 音 514，10, 它 是 
有 界 的 滞 和 货 合 , 由 此 sup 了 了 (于), inf (五) 志 属 了 于 了 (有 ZY)。 证 志 
[ 半 是 1 坚 安 间 { 芝 ) 四} 是 Baire 空间 。 ( 旗 明 棚 羽 于 .5。) 
其 他 紧 的 距离 空 表 将 在 第 3 齐 中 禾 述 。 
涪 此 为 于 ;已 玖 接触 到 用 多 宕 半 的 名 称 ， 现 在 复 习 一 下 化 们 之 关 的 关 采 。 
距离 空 测 、 


We 诱 (正规 宣 间 )- 了 Hansdorf 空间 -拓扑 空间 。 


$13 局 部 紧 性 


18.1* 在 Hansdorff 实则 (下, 吕 ) ;车 玉 的 每 一 点 7+ 于 少 有 一 个 邻 域 为 
紧 集 合 , 吉 各: 下 为 局 融 紧 (locally compact) 空间 。 

璧 如 ，Enclid 空 站 本 为 局 部 紧 。 兹 用 述 一 下 局 部 紧 空 间 的 若干 性 后， 
恒 不 加 以 姓 明 。 

13.2 局 郁 紧 空山 肥 然 不 一 定 是 正规 室 间 ， 但 如 满足 第 二 公理 刚 就 是 
正规 空间 。 

13.8 刘 积 空 闻 为 局 带 蜂 的 光 蓝 条 件 是 : 睹 因 于 空 表 (X 心 ) 中 , 除 有 
限 多 个 外 都 是 紧 的 ,而 这 些 涂 外 的 有 限 多 个 因 于 空 闻 者 是 局 部 紧 的 。 

8. 和 在 Hausdor 企 塞 天 (X, 名) 中 ， 湛 对 开 的 短 一 点 my; 亚 少 有 -一 个 与 


# 灯 Banelid 空 于 的 球体 m 一 { 人 al … 0) 训导 <1} 间 肚 的 邻 墟 De 存在 


的 上 时候; 称 (了 ， 马 ) 为 皇 詹 流 形体 ( 这 样 的 Fe 称 为 数 标 部 域 ) 。 
13.5 流 形 体 (X, 幻 ) 为 局 最 紧 空间 。 开 满 足 第 二 公理 的 充 要 条 件 蔡 : 
可 以 拉 可 数 个 些 标 包 需 所 复 六 。 
. 窟 正 规 室 间 中 ,14.8 的 性 质 是 很 八 要 的 ,因此 近来 用 下 面 的 概 剑 。 
18.0*” 在 正规 空间 中 ,对 于 区 的 任意 开 复 萱 {D,; 和 AE 分 ?如 有 果 存 在 局 部 
有 限 开 复 盖 {0.; ae 于) 使 得 对 于 性 守 0 都 含 于 基 一 个 似 中 (放大 DO 
这 时 , 称 ( 瑟 如 ) 为 估 紧 (paraeompac 菇 空 闻 。， 
18.7 焉 离 空 阳 、 时 以 有 请 中 第 一 可 玫 公开 的 局 和 宁都 从 


关于 荡 些 可 涟 窒 Kelley 中 部 局。 人 > 
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$14 收 效 


在 Euclid 空间 , 收 敏 的 概念 与 邻 域 同样 是 半 观 的 、 基 本 的 概 
念 , 诗 我们 素 杂 明 一 下 这 个 扒 念 在 距离 空 济 的 情形 。. 

12.1*” 各 证 ,Pp) 汶 距 离 安 间 , 所 请 革 的 上 直列 (四 的 
D9 一 00} 收藏 于 4， 意 指 : lim p (zw, 2) 一 0。 记 为 
: lim zs 一 2 (有 时 表示 为 limz, 一 @) ， 


挤 柯 话说 , 碘 蚌 对 于 尾音 一 个 0， 习 有 一 个 生存 在 ,其 要 pt， 
恒 有 V(r 85). 

4244.3 在 中 再 安 肖 中 ,有 如 下 的 性 质 : 

Ci} 若 js=z(n=1， 2,:..), MI lm 2s,=2. 

(二) 家 limz, 一 2 其 对 {2,)} 的 性 意 子 列 tt， 都 有 lim zw 
王浆 ， | 

(如果 对 平 和 的 任 一 子 列 {zw}, 都 可 适当 选取 {zw} 的 
子 现 {xv) , 满足 msn 一 2 lim w= 2 

(iv) 家 有 二 重点 询 {mnt 在 Jin win = lim sh —z, 则 可 
选取 mp) 9 使 得 lim 一 和 
加 Av) 对 也 点 列 {tn 着 lim oo 一 2 im pa 一 9 人 2 一 3 

泛 些 性 盾 的 址 明 是 很 容易 的 , 详 戎 的 履 明 从 赂 。 只 要 应 由 以 


上 的 性 质 , 从 收效 构 念 就 可 以 导出 其 他 的 概念 。 
14.3 在 距 责 空间 ( 习 ， 六 中 , 堆 吾 为 互 的 性 意 子 集 , 则 


1 耽 数 


(i zE 五 兮 存 在 着 属于 吾 的 点 列 wj}, 使 得 Iimah=2， 
(站) 3E 五 会 存在 着 属于 五 的 点 列 疏 关切 而 Boy 二 2。 
{dD EB OLE RR LETFE—E. 

iy) we BOE = wy) ,未 存 在 着 一 个 mw; 只 用 … 
n>rm， 恒 有 所 芋 ， 

这 些 广 明 古 不 难 的 。 

下 而 诗 论 在 芋 中 定义 着 两 个 以 上 相 蜡 距 效 的 情形 。 

地 .生机 在 三 中 有 两 个 距离 柄 数 p, p', 距 启 空间 ( 卫 , p)， 
《下 ， Pp 定义 同一 拓 扩 空间 的 充 蛋 条 他 是 : 裔 {6} 为 下 的 桩 一 点 
列 , 如 果 关 于 Pp 有 limz, 一 +, 旧 关 于 p' 出 有 lims, 一 +8; 反之 如果 
关于 PP 有 limo 一 xz， 上 剧 关 于 p 也 有 Jim w==#*， 换 知 话 设 , 充 妥 条 


件 为 :对 于 任意 s>0, 必 有 5>>0 {及 6 >0), 使 得 p (5, < 之 56 苇 
二 ED YW) <HHp {rE, <8), 这 时 候 称 p 与 p' 竹 价 。 


例 ”在 距 次 空间 (了 , Pp) 车 吴 2 人 让 = 二 p(y 的 十 人力) 那 公 


2 与 fp' 等 价 。 共 地 的 例 可 居 看 16。 


124.8*” 如 果 在 距 癌 空 焙 (于 ， PP 中， 存在 基 一 个 处 处 而 密 的 
可 数 第 4, 那么 称 ( 斑 , p) 为 可 俘 。 

伍 ” 识 日 为 有 理 数 集合 ,基因 如 = 故 尼 为 可 分 窑 闻 。- 滞 样 因 如 二 
(8* 为 有 理 点 全 体 ) ; 改 R* 为 可 分 的 。 1 
14.6 在 路 负 空间 ,可 分 与 满 是 第 二 可 数 公 带 是 等 价 的 。 

际 明 车 (了 ,所 ) 为 可 分 , 虽 可 能 4 一 fei zzzy 小) 过 一 瑟 、 如 
果 秆 由:== 了 及 (et 7} (rE)， 剧 {Or 1 2 :人 人 0 就 是 
和 io) 的 可 数 基 底 。 
反之, 涤 (年 ， 名 ) 满足 第 二 可 数 公 再, 剧 起 bt ) 的 可 数 基 
底 为 了 GD) = {Own 一 1,2,…}, 如 果 取 任 合 a,E0,(w=1; 9, 1 
那么 对 于 4= {gz as yy 就 有 可 = 瑟 。. “ 通 尘 
14.7* 设 (于, p) 为 距离 空 则 , 对 对 尾音 >>0, 都 存在 着 有 


40 : 华 8 牵 路 高 瞧 阅 
限 个 四, pv 区 使 得 了 = 六 (v1 2 Up 入 (os 这 时 包 称 
( 斑 , 户 为 完全 有 界 ( 或 称 完全 紧 precompacb) 的 距离 空间 。 
14.8 ” 紧 距 疯 空 间 为 完 盆 有 界 ， 而 完全 有 界 的 距离 空前 必 为 
可 分 。 
耳 明 车 六 为 紧 窑 油 , 则 由 了 LJV (ze), 可 选取 有 限 个 
(wr, 6) ， 使 得 卫 一 JV (ri 8) 。 这 就 是 院 ， 玉 为 完全 有 界 。 


又, 游 (下, p) 为 完全 有 界 , 则 可 表示 为 王 一 V (zim 7) 


(rEQ), 因此 对 于 可 数 俩 合 4= {2 ; ?EQ 5=1…, nm) ,就 有 


如 一 贤 。 证 蔡 
14.9 Er6cohet 定理 距 秽 空间 (于, p) 为 紧 的 充 村 人 荣 件 


是 : 对 于 任 疮 (可 数 ) 的 无 限 第 人 台 4 于 五 ) ,至少 有 一 个 聚 点 (在 


不 中 )。 
证 明 发 (三 ， p) 其 紧 空 胆 ， 叉 叶 可 数 策 合 4 呈 {42,"…" 没 
有 一 个 聚 点 , 旭 所 有 的 坊 % 一 {gryGE+r19 (一 于 全 和 是 闭 第 合 。 


但 {4xj; = 23，…} 是 有 限 变 又 性 的 , 故 [ | 4; 一 多 。 这 与 ( 琶 ，p) 


”为 紧 灾 由 的 假设 六 盾 sw 反之 , 洪 任 意 匹 限 和 合 到 少 有 一 个 聚 虚 , 别 
{及 ,Pp) 基 完 全 有 界 的 。 [和 如果 不 是 如 此 , 必 存 在 一 个 8s>U 可 以 
取出 {wx 天 一 二 2 使 得 p(w 2 室 5%))。 这 入 404 感 肖 
有 聚 点 了 。] 既然 耳 ,p) 为 完全 有 界 , 从 以 .8 定理 知 其 为 可 分 ， 

从 而 芝 满 趾 第 -= 可 数 公理 (14.6)。 更 在 设 革 的 任 之 开 复 盖 


所 A 依照 7.14 .中 知 全 在 着 可 禾 开 子 复 证 使 得 长 = Uy Uh, 。 
车 玉 站 LO,, (8% 一 -1, 2 我 们 取 gx， 但 a U0. 


sh 时 Ty 人 4 出 败 一 fa 六 一 工 ， 2 ，:… 二 驴 训 有 又 咎 了 ， 这 与 屋 
发 直下 。 ， ， 证 举 


1 


15 距离 符 而 的 一 狼 蔬 扑 性 质 41 


让 14.9 的 苦果 ,可 直接 愉 出 于 面 著名 的 定理 。 

14.1]0 Bolzano Weierstrass 定理 

i) 号 的 有 和 输 团 区 问 是 紧 的 。 

二) Rr* 的 有 界 团 区 二 出 是 紧 和 的 。 

(iii) 囊 " 的 子 集合 4 为 紧 的 充 要 条 件 是 : 44 为 有 界 的 朋 
和 集合。 

下 面 执 逮 一 下 关于 肾 空 珊 中 的 一 些 记 号 。 

14.11* 讼 4 为 趾 离 空间 (于, p) 的 于 第 合 ,定义 

ot.A) =sup tpla, BD); 0 8 EA 
为 刀 的 六 径 。 
4, B8(C 互 ) 的 距离 定义 为 
dtdA, BY=inf {p(a, Di: a€E A, BEDBY. 

尽 照 12.8, 区 4; 为 紧 ; 则 存在 着 oo mE4, 使 得 5(4) 
=P faoy 02) ;又 往 在 着 oo 全 44， 加 EB 使 得 4(4，B) 一 pfaoy 00)、. 
不 首 而 哈 , 当 4, 8 为 紧 而 且 4 站 B= 和 时 ; 则 dd; 区 >>0， 


3 15 距 高 人 宰 间 的 一 臻 拓 耻 性 质 


梧 启 pr 为 定义 在 也 上 的 两 个 距 郊 画 数 , 闻 革 (下 ,p) (下 ,6o 
所 定义 的 拓扑 空间 相同 ,而 ( 开 ，O) 为 完全 有 界 ,但 ( 工 , P) 未必 守 
休 有 界 。 


例 机 =H pln, 由 一 | 一 中产 (9 b) -1 则 (Ko 为 
守 全 有 办 而 (二 ， 0) 不 是 全 有 界 。 


从 开 集 合 族 忆 的 性 质 所 引出 来 的 性 质 (如 速 通 性 ， 巩 性 
等 } 对 拓扑 空间 ( 王 , 分 ) 和 与 它 局 胚 的 拓 拉 空间 来 说 是 北 通 的 ,也 
就 是 说 及 是 拓 拭 空间 ( 己 ， 分 ) 有 具有 的 性 盾 , 与 它 同 且 的 扼 补 实时 态 
有 ,友之 亦 和 如此。 我 们 称 这 些 性 质 为 拓扑 的 性 质 , 但 是 距离 窗 间 的 


和 第 3 章 距 交 空 测 
完 侄 有 办 并 污 : 拓 着 性 慎 ， 不 过 惧 后 可 以 看 色 ， 这 征 所 请 一 息 拓 失 
性 质 。 

15.1* 坝 有 距离 空 估 (三 ，p，(，p)， 所 谓 贞 和 针 产生 一 王 
为 一 致 连 攻 , 意 指 对 于 任意 s>0， 存 在 着 一 个 G>0， 只 要 
pt 2 < 便 有 户 (FD FJ)) 8, 

如 果 从 (于 ,Pp) 到 (了, pn) 的 上 映 象 了 : 革 一 了 为 一 政 达 绕 , 则 关 
于 (三 ,0) 与 (oo) 求 主 , 同 乏 了 是 连续 的 ,但 反 过 来 未 必 为 省 。 

在 两 个 距 殉 空间 (pt 的)， 洲 产 三 一 了 为 完全 二] 
对 应 映 象 ,如 果 了 ,六 ?都 一 臻 过 精 , 有 称 {于 , p) 与 (入 ， 扑 为 一 至 
回 肘 。 其 次 , 几 距 离 空 间 ( 苇 , Pp) 及 与 宪 一 致 乌有 奈 的 距离 空 现 所 共 
有 有 的 考 质 ,， 称 为 一 致 拓扑 的 性 民 。 例如 完全 有 春 就 是 一 致 拓 失 
性 质 。 

15.2 在 距离 空间 (于 , p)， (了, p") 中 , 如 果 革 为 暴 空 阅 而 
f: 玉 之 了 为 一 连 稿 映 象 ,上 则 站 必 为 一 致 连 种 。 : 

三 明 ”下 也 了 为 建 续 , 故 对 于 任 一 个 e>0， 就 存在 着 一 个 
0 引 ) 盖 0 使 得 六 Pt 及)CPFet 8 2。 观 因 碟 为 
此 空间 ， 从 而 可 取 有 限 个 点 名 ， 2 使 律 到 = 人 (wi 
556712) 。 如 果 秆 5 一 min {6 (&, 821) /2, :6 (8， zr) /2) ， 于 
乏 只 看 pz 32) 一 6 就 有 户 (Ko) (2) ) 之 #， 泛 霹 

15.3* 所谓 距离 空 出 (和 , p) 的 点 烈 {tz 小 为 基本 点 列 , 夸 措 : 
对 于 > 0 存在 一 个 mo 民 虱 避 , mn 汪 mmo, 恒 有 pp 2 小 <<s， 序 
lim p (om， tn) 一 个 。 

如 果 吝 剂 124 胸 歼 ，limcm 一 zy， 居 {2 为 基本 点 刘 , 反 过 来 未 
类 为 镍 。 . 

56- 名 如 果 距 次 襟 前 ( 改 ，P 户 ) 中 的 所 有 基本 点 列 者 收 敲 , 现 
称 距 离 窗 半 ( 斑 ， 中 为 寅 备 (eomplete) 的 。 3 
距离 罕 间 的 洁 备 性 不 是 拓 持 性 质 ， 但 是 为 至 拓扑 手 厦 。， * 


15 距离 密 随 的 一 致 折 补 性 质 得 


15.5 距离 空 婴 (也 ,，p) 为 完 答 有 上 界 的 充 要 和 条件 是 : 于 的 尾 
意 无 限 子 集合 圣 少 有 一 个 基本 点 列 fz,} {但 在 这 里 要 假定 , 当 
和 
诈 明 申 14.9 一 样 。 
内 了 .9 与 项.5 可 导出 如 下 的 定理 。 
15.6 下 高 空间 为 紧 的 充 要 条 件 是 : 《< ，P 为 完 人 至 有 午 而 
自 腕 和 省。 
但 是 1 局 部 漆 空 间 是 完备 的 。 竺 出, Euobd 空间 是 是 御 备 的 。 
15.7 完备 化 定理 发 ( 芝 ，p) 为 任意 距 高 空调, 那 乞 存在 着 
其 有 下 厨 性 慎 的 完备 距 讽 空间 (和 p*):™ 
《i 存在 着 1-14 对 应 映 象 (注意 不 一 定 为 完全 十 并 对 应 ) pp: 
芝兰“ 而且 Plz, 9) =p" (p(2), (2)) (8, ob EX). 
(tH) p(X)=E", 
ai 蓟 足 全， (加 条件 的 (入 “， P 大 了 瞧 一 的 ; 朗 对 于 筋 外 冶 
足 条 件 个 ，(i) 的 完备 是 疯 宏 由 (Y**, p**) , 可 以 取 一 个 完 谷 
TI 对 应 的 等 距 南 象 六 是 "一 开 *( 序 2 人 瑟 ，p9 (0 坟 
—p*(ftr), FO). 
这 时 称 ‘X*,，p 仆 为 ( 字 , Pp) 的 完备 化 空间 。 
证 明 坊 效 Cantor 把 有 理 数 策 久 构 成 实数 和 集 的 方法 ， 兹 根据 
这 人 小原 刚 痕 进 如 下 :在 (0 中 到 所 有 基本 点 烈 5= 一 (2 的 从 作为 
对 于 一 (29 一 地 二， 车 Limp(z 3 加) 一 0 出 命 3~9 此 处 ~ 
有 起 于 中 的 等 价 关系 。 区 的 商 和 集合 完 为 去 "一 和 区/ 一。 此 是 对 庭 证 
区 个 赤 ) 的 元 沼 都 用 证") 来 下 示 , 其 次 年 p” (5, = limp{y, 
yn ;可 证 ("Pp 为 完备 距 交 空 间 。 再 者 ,对 于 2 七 卫衣 Y= {vw} 
(oi) 一， ply, 0) =p* (9 (8) '9)9)), 
易 诈 p( 革 ) 一 对 *， 候 于 众 一 性 之 证 朋 留 粉 访 省。 证 毕 
15.98 Baire 定理 完备 距离 空间 4 ， 名 ) 是 Baire 安 闫 。 


lds 


有 第 3 章 肛交 人 窒 风 


耳 明 泛 必 ={ 太 (加 )* 一 9 (n=1,9,…) 为 半 的 第 1 类 


个 合 , 现 在 要 证 芒 一 百 为 处 处 和 密 . 为 此 只 要 证 ,对 于 插 意 2EET， 


(vw 5) 《二 信人 含 有 六 一 刀 中 的 点 。 因 为 (8 68) 二 拉动 
作 合 {EE 下 某 一 个 集 的 点 ， 可 并 不 含有 所 有 局 的 5 RV (gs, 3 ) 


必 会 有 村 一 所 的 点 ,定理 就 静 诈 并 了 。 这 里 不 妨 芒 了 (zs0) 合 


有 加 的 点 。 设 24EPV (za') 一世 ,由 于 思 是 朴 策 合 , 故 存在 蔷 a 
>0, 满足 玉 (&， 6 和 太吉， 8) 一 到 (在 这 里 不 妨 取 0<<sr<e'/2 
的 Si， 这 基 可 壤 的 ,因为 已 知 有 引 存 在 , 放 上 比 省 更 小 的 当 盘 上 
成 这 ) .同样 ,FF (zs， Ee (2 5)— En(O< Ba<E 4) ya F (hs Ba) 
CV 一 时 不 难 帮 出 p 人 ,21) 
<e /3 人 = 2,，…), 出 此 可 见 {2,} 是 一 基本 列 。 册 于 开 是 完备 
,所 以 lim 一 站 存在 .因为 yEFEE 80) (人 一 1 3,…), 且 从 所 


作 克 (ens an) 的 性 屠 ( 即 六 (2,, ss) 不 合 届 本 的 点 ) 知 VE 下 一 如 ， 


其 交 yEF tz 2 CV (2, 8). ”证 中 


§ 16 丰 高 空间 的 构成 


作 我 们 来 叙述 一 下 从 已 知 距 离 空 凑 导 出 新 的 距离 空间 的 


16.4 在 和 条 Buolid 安 汕 瑟 可 以 定义 六 于 互 不 相同 的 距 现 


画 数 , 那 就 是 ; 刘 于 出 一 {om , “is + y= {1， 本 27 渴 - 


(i) p(y, WD) = lo—y)., [zl ~ max |m ， 
(ii) pg, WD 一 人 一 ay ED (al 


0) pote, WD = legs Lol Sa 


.Gv) 裔 1 所 p< 二 00, 是 


点 二 


$16 邦交 罕 陪 的 构成 5 


Pr, Y) 一 los, wh I 人 


可 把 (这) ，(ii) 看 作 是 (iv) 的 岩 殊 情形 。 
ptp) 是 一 距离 画 数 ,这 可 用 下 面 的 Mimnlkovski 不 等 式 导 出 玉 。 
为 此 先 证 Hlder 与 MinkEowski 不 等 式 。 
在 大 家 菩 知 的 公式 ' 
lallBi<da /pp +B 90 


1 1 | 
(这 里 2>1 7 型 pi i BE R) 


中 ,每 a 一 于，B 一 尘 |，4=1z|,, B= kyl 则 得 


pAP-1 VB 一 下 2， 和 


然后 两 边 从 工 到 冯 相 加 部 得 立 |zcoh| < 这 = 中 深交 
此 立即 得 出 : | 
, Holder 不 等 式 
r 17 1 i 4 
PDTC 二 


1 1 
其 次 , 光 就 D>1, Ft- tr>0, =0, 是 


>HIL Ba A 
<[IElal} + EET 
= [Eat {EI 


1 ocm<Deh m-iat< it < ys) , 


1 卫 y=a/bta>0, 和 >0) wya D6 afpHb/d, 
再 朋 4= |rlrn, 65=18;* 好 得 lial 181 sa PR | Blog, -一 中 者 


46 衣 3 剖 办 高 空间 


用 全 |2+ 妇 | 路 * 除 之 ; 即 得 | 
Minkowski 不 仙 式 7 


{Slat (Sap + Sig a <p<0). 
Minkowski 不 竺 式 对 了 于 np 二 1 ,gg 一 co 也 注 足 。 
上 鞋 面 所 定义 的 计 多 距 网 面 数 是 等 价 的 , 1 专 p 志 和， 这 可 从 
py, Wp SE, 
RR pr YW) Emp (es, Y) 
畦 出 来 。 
[问题 二 鼓 媳 limlz}, = jj ， 
[问题 2] 路 ( 琉 190 (Tapp) 
为 皮 离 实 间 , 仍 下 二 匡 X… Xx 四, 及 
PP) {ry Y) -| (Tiy Yi) 人 
图 168.1 ， -:- pe 
则 (于 ,Pp 中 )) 是 她 融 空 间 。 间 为 休 值 时 它们 互相 等 价 ?此 庆 瞬 CX， op D4 
(my pH 六 完 务实 并 , 划 (At 地 是 完备 空中 。 


16.2 ”距离 空间 ( 王 ， po 3, 的 让 积 赤 关 斑 ~ 丰 开 。 
也是 距离 突 浊 。 艾 如 ,对 竺 z= (zy ty 只 要 贰 


i 于 Dn (Tn Yn) n ， 
| PA) = 之 下， To (my 3 
了 驶 成 了 。 . . 


[ 风 题 】 (sy Pn) (一 1 2 …) 都 是 完备 实 间 ,那么 (了 ，P} 也 是 完备 
空间 。 

特别 当 下 ,一 BR(n=1,2,…) 时 , 僵 下 一 诺 R= 《mcs …); 
zsE 有 就 是 一 例 。 车 再 举 几 个 关 于 这 样 的 距离 空间 的 例子 

16.3 设 加 = 人; 2EX, SB lolr<+o0} (ep<o0), 


#6” 跟 离 空间 的 构成 #7 


车 汞 


cm ly 
on(g, WD = oylo, zl,={ Elm ， 
吐 么 Li po 是 完备 距离 空 间 。 


配 明 (zz, po 为 距离 空 基 之 配 明 可 由 Hblder 不 等 式 与 
Minkowski 不 等 式 导 出 来 ,这 里 所 闭 


Hé8lder 不 等 式 就 是 对 于 万 十 二- p>1, g>1, eeEte， 


二 元 I 有 
[Sow | < Lolo ty). 
所 骨 忻 inkowski 不 等 束 就 是 对 于 0 zl, py YEte 有 
1 十 9 人 和、 
这 孟 个 不 等 式 可 完全 全 时 与 B" 塞 间 的 情形 米 起 明 。 现 在 举 配 明 
到 的 完备 性 。 散 2" 全 m 一 2 一。 全 允 于 任意 上 有 


lim {wi — 一 光 如 ;|， 一 心 ,从 而 me 从 一 存在 。 (过 一 z 一 (mi oo 


那么 有 Ee), 事实 上 ,由 于 {29} 是 19) 的 基本 列 , 故 笠 在 一 个 
kK>0, 使 得 lz <K (n=1, 2 让 此 可 网 ， 对 于 任意 下 都 


有 : 日 lmlp=Him 达 jos I lzmP<Kr. 这 就是 可 [zl, < 


rEKr， (i) 同样 ;对 于 es>0, 存在 车 mw; 内 要 mn, Wo, 恒 
有 | 一 2 克 8, 省 oo， 就 孚 上 电 ee 5 逆 就 是 内 
limla™—l, 一 心 。 - 一 雁 挫 

186.4 = {psETE, sap{ls| ;n=1, 2, 0} + oo}y 
考 儿 p(w DD =)e—yh, Ila] = sp{lo.| ;nm i, 2, 1 
那么 必 记 ) 志 是 完备 只 区 空 间 ( 迁 一 感 六 答 芯 者 姓 盟 ) o 

下 面 竺 洽 映 象 { 尔 数 ) 空 闻 。 : 

6. 这 ( 芋 ， 站 ) 是 拔 扑 空间 ， 站 是 一 距 高 空间 ,时 


4 续 3 达 距离 岩 关 
OX = {1 :一 FF 海 志 入 而 吾 界 的 上 映 利 ( 妇 5{7(E)) 
<iool., 

对 于 9EO(,， 了 )， 剧 训 

Pet 9) =—=sp p(t FIR), gL)); vE XY, 
那么 (CO( 玉 ,了 了 ), po) 也 是 距离 安江 。 : 
倒 当 工 为 尾 的 时 息 , CE 了 ) =C (入 , 若是 定 六 在 总 上 的 有 内 实 速 
统 两 数 的 全 体 , 著 im pe {75 让 二 0, 丙 户 一 划 站 关于 f， 

应 用 实 变 酮 数 荐 中 的 落 名 定理 (一 和 狼 必 化 的 速 糖 西数 到 的 棚 
限 亦 屁 沼 入 于 油 ) 可 5 出 下 列 定 理 : 

18.6 设 (Y, np) 为 完备 距离 空山 , 则 OY, y), Pe) 也 是 完 
备 距 离 容 删 。 

下 面 定理 应 用 很 广 : 

18.7，、 入 sooli- 玉 vzela 定理” 没 【 工 , p) 为 紧 的 距离 空间 ; 
能 全 {和 EA}YCO(T, 呈 ) 有 各 为 完全 有 界 ( 洛 人 至 矢 ) (名 对 于 
寺 的 任意 无 限 子 念 列 ， 可 取出 关于 po 的 收 项 子 义 列 素 ) 的 充分 与 
尾村 条 件 是 : 阁 为 一 致 有 界面 且 同 和 板 度 一 至 速 绞 。 

这 里 所 冲 一 致 有 界 ， 意 思 就 是 退 : 存在 着 一 个 好 >0, 使 得 
pe(f, ON{fFED. 这 里 所 属 同 程度 一 致 速 禾 , 意思 就 是 说: 对 
平 什 间 ea>0， 可 选取 8>0 (与 FE 全 无 关 )， 只 要 p fo 切 <5, 使 
有 je) 一 天 (的 | <efctED., 

. 散 员 (必要 性 ) 慨 各 为 完 色 有 界 ( 先 双 此), 央 对 于 任 交 6>0 
可 着 fo fw 使 得 富 忆 (6) UU UP si 由 此 可 
网 ,任意 了 ES 必定 合子 某 一 个 六 (fy 873 部 FE 大 Ps 二。 所 
-pelfs Ope tft pot EH+E, HE 外 MM 一 mp 
tpe (fa 0)} ;6 一 1 2,…} . 这 就 鞍 明 了 闻 为 一 改 有 界 。 由 了 于 天,(2} 
(4 二 1]， 2， 和 上 ) 是 连 徐 醋 数 ， 故 fn 机 Ff 在 . 吾 未 是 二 歌 志 炉 
内 ,由 此 可 知 ， 对 于 任 窟 s>0, 可 选取 8>6， 使 担当 产地 ,mo 一 0 


中 :上 rr 


$16 距 痪 空间 的 移 成 40 
时 ，| 太 (二 一 疡 人) < 人 一 2，-…, 8) 。 现在 对 性 意 一 个 fi 
全 不妨 融 了 ,EV (fio 6), 贿 | (2) — fe | | 2) 一 六 | 
十 | 太一 六 oO 十 PoD 一 疡 (| 二 8e。 这 就 是 院 二 是 同 程 
度 一 致 这 入 的 。 
( 花 分 性 ) 具 站 的 一 臻 有 界 可 知 存在 着 一 个 六 >>0， 使 得 
pe (fi ON(F ED) 因此 对 于 枉 意 一 个 ZE€ 于, 可 知 (了,(%); 
FE 为 有 界 , 而 对 于 性 意 一 个 EZ, 都 可 取 收 敏 子 列 1f,(2)}， 
其 次 因为 下 是 紧 的 , 故 知 于 为 可 分 , 朗 存 在 着 一 个 4= {zy，…， 
,使 得 4 一 三。 田 王 可 知人 Flzoy ca 者 有 界 , 首 先 考 由 
m1, ,他 {Ftotn ;了 EW 沟 有 界 , 朗 可 取 收 襄 子 列 ,村 为 {PA (wD0}， 
其 次 因 {了 吕 (wm 也 为 有 界 ， 放 又 可 以 取 一 收 敦 子 询 ， 记 之 为 
{fe va) } 使 此 内 村 下 去 的 有 
fF ED , fo C1) ys fiw (1) 
Pe | 机 (22) ,ff 2 


| (Pn) 9 fF {gr) ,ff A 

我 俏 利 用 对 角 部 方法 , 取 画 数列 (of oa 部 
UP (2)}(E) 。 几 上面 的 作法 ; 知 lim 7 (vx) =r (hk 一 1 2 
存在 。 现 在 证 lim pe 了 2， 2) =0。 另 一 方面 , 因由 是 同 程度 一 
致 连 夏 , 故 对 于 任意 烙 定 的 ez0, 存在 着 一 个 8> 0,， 只 要 ptey on) 
<8; 便 有 |f(@) 一 (2)|<s，(f,E 加 .其 次 革 一 LV (ev, 中; 
按照 息 淫 全 为 紧 的 , 故 有 革 = 术 (wz, 卸 U…U 广 (wr, 的 (这 里 大 
为 有 限 的 某 一 个 数 ) 。 此 外 , 对 于 避 ，…, sh, 一 定 存在 着 一 个 mw 
只 要 mi wmo 便 有 | (0 一 (cy1<e 人 = 2 …, 从 站 
时 ,对 于 枉 音 的 x 五, 仿 定 XEV (gy 志气 拉 ) 关 当 wn 这 ?0 
时 , 便 有 


天 


#0 第 38 浴 下 泥 空 更 
fi 一 (的 | 雪人) fh)! + (FD) ~— fh C0) 
十 | .Pt 一 3s, Wp po fi TH) SE He, 
由 此 im pe (fa, 太一 0， 世 就 是 在 污 中 可 以 取出 一 个 基本 列 
(es (0))}. 上 艳 才 为 完全 有 有 秀 ( 计 全 坚 )。 证 过 
一 般 来 讲 ; 丽 调 在 折 拉 空间 { 广 ; 六 ) 定义 的 实 这 和 纺 图 数据 着 二 人 访 () 1; 
:< diy 在 点 * 同 程 座 连 秒 ; 意 指 对 于 任 帝 :二 90, 可 以 取得 > 的 一 个 邻 扰 了 了， 
使 得 对 于 所 有 WE Us 已 及 所 骨 宇都 表 | fs CT) —f,t) 5, 此 人 寻 ; 闪 在 
的 和 给- 一 点 者 启程 庞 巡 和 镶 时 ;出 称许 在 局 程度 这 入 . 与 18.23 一 样 ) 坡 (六 ， 
让 为 鉴 空 胆 ; 刷 窜 在 芋 局 程 麻 巡 和 粮 与 洁 在 斑 同 程 座 一 镍 如 粮 是 等 价 的 。 


地 Banaoh 空间 , Hilbert 空 阿 


在 §16 中 列举 的 几 个 距离 空间 的 例子 , 其 中 的 火 多 数 不 仅 是 
中 交加 阅 ,而且 还 是 所 宕 如 下 的 Banach 空间 。 
17.1* 车 集合 之 潢 足下 述 条 件 ; 称 荆 为 Banach 空间 。 
(i) 在 斑 中 定义 著 加 法 2 十 y 及 数 积 Mz (4 为 实数 ) , 工 是 一 
阅 量 空间 。 
(站 》 对 于 所 有 的 4x; 有 一 个 范 数 (norm) isi ER 与 之 对 应 ,这 
范 数 满足 : . 
(a jel0) wj =0 他 w=0 (向 量 空 央 的 0 元 )， 
(b) jz 十 外 委 和 | 十 ly (Gy, EF), 
(0) lacl = [Xllzl (w 忆 下, 六 妥 着 ) 。 
从 而 葡 Ptz 幼 二 悦 一 外 ， 册 地 户 为 类 六 空间 。 
(i 《至 ，p) 是 完备 距离 空间 。 
花 举 Banach 空间 的 例如 下 : 
名 荆 错时 Zuelid 室 丽 的 范 数 负 16.1 下 那样 定 尽 hrs Cap < 0); 及 


和 其 性 "是 以 这 些 为 范 数 的 Banaeh 室 朋 。 
鲍 2 基 .3 了 的 1 各 (<p<oco) 是 以 和 zj 为 范 数 的 Banaeh 空 肝 。 此 外 


16. 生 的 1%? 关于 范 数 jz- 太 咸 为 Banach 宏 并 。 


Pp 
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耳 明 ”首先 必须 三 关 4 《及 站) 许 一 癌 是 室 关 。 有 从 Minkowski 不 等 
武 暴 寺 ;入 训 yETD, 天 zyEDMDCETV)。 其 式 革 XENDCE Ts 那 公 
ME TIEEET 是 很 显然 的 子 - 革 于 1 全 0 的 址 上 明 已 在 16.3 硅 过 。 证 替 

全 3 总 全) 为 拓扑 窒 间 , 友 ( 二 ) 玫 示 定义 在 站 上 的 有 界 连 炉 蒜 未 的 
凶 体 。 对 于 了 了 ECCN)， 芋 

| =snpilf tn |: rE NY, 
则 CON 是 世 让! 为 学 数 均 Banach 空间 。 
恕 举 趟 居 Danael 党 闻 * 但 市 和 近 位 于 Eanarh 宝 尚 性质 的 例如 下 : 
俩 荆 i= [T= TL Ta Fm) ‘Tn R= Rl, 诡 


il= 六 训 十， 

则 了 的 范 数 除 不 满足 Banach 空间 的 性 质 (iio) 即 1Xx%= 12 针对 其 他 
各 点 全 部 都 满足 。 

例 2 在 七 = [0; 工 中 定义 的 这 各 画 数 的 奴 体 ;起 为 0 下) , 重 

F=f heal Cp<o)), 

有 CCX) 满足 Banaeh 空间 的 人 性质 (让 )，(i) ， 但 不 满足 Gii)。 

Banach 安 间 的 实例 很 多 ,而 且 大 多 容易 处 理 ,因此 它 的 性 质 易 于 理解 ,并 
己 在 广泛 应 用 。. 上 面 的 例 1 虽 圾 不 是 Banaeh 空间 , 但 很 近 羽 ， 因 之 Banaeh 
空 乔 的 理 欧 中 有 许多 都 成 立 。 例 2 缺少 完备 性 ,依照 5.7 可 使 它 完备 化 而 成 
为 一 个 Banaek 室 间 。 悍 不 能 仅 由 于 朱 巢 揭 扩 大 而 构成 Banach 室 间 , 钱 要 考 
虚 不 过 镇 一 数 代替 涉 炉 西数 ， 也 要 考 患 积分 定义 扩张 的 问题 , 这 实际 上 就 是 
求 包 售 有 定义 在 斑 上 的 图 数 集合 0 的 Banaeh 宝 阳 的 期 题 。 要 解 块 这 个 间 
题 ;就 需要 Lebesgue 积分 理 脐 (过 看 第 5 章 ) 。 

在 Banach 空间 中 ,有 所 内 Hilbert 空间 ,于 是 Euclid 空间 的 
很 征 要 的 扩充 (有 时 称 为 无 限 灵 的 Eaclid 空间 》 。 

1i 2” 和 扫 合 卫 ， 如 果 满 足 如 下 的 条 体 (让 ~ Gi, 则 称 为 
Hilbert 定 则 (或 称 广义 的 Euclid 空间 ): 

(i) 到 为 疝 量 空间 (人 GE 五 ) ， 

(ii 对 于 2, VE 定义 着 一 个 内 积 (rz, 力 区 玉兰 满足 : 

Ca Tz 一 0 (向 量 安 黄 的 0 元 }). 


是 2 第 3 痢 所 诡 准 油 


Ch) (FY) = (Y, BF), 
(e {m1 Ta Y) = (1 Y) + (Fz) 入 。 
(d) (ke WD = W, 
若 置 lz = 0) , 那 就 有 范 数 的 性 慎 (17.1”, (i 记 ), 由 此 
pt, Y) 一 | 了 一 Yi 为 趾 离 栈 数 。 
(ii) 友 关于 距离 p 是 完备 的 。 
现在 我 全 来 证 明 人 zl = tz 9 是 一 范 数 。 事 实 上 ， 
自生 TY AT 二 TD rT TY YY 
右 过 基 和 的 2 莹 式 。 因 此 有 刊 吕 式 《zy 四 ?一 ty fy 9) 叶 0， 即 得 所 般 


Bohwarz 永和 等 乱 ' 
Cy Hs Ly Rt 7 , 
由 此 可 得 
lx y= (党 于 二 sy) = (Ly 十 (了 y+ Cy Er lypDa， 
朗 过 十 是 拓 直 ei 十 ty 


通常 称 Hilbert 空 闻 为 无 限 灯 的 向 量 空间 。 


例 殴 r= (oa Toys = Vay A DY 中 的 任 审 二 元 索 ， 作 关 
也 Hiibert 空间 的 内 积 | 


“ 产 


交 上 ,上 式 的 有 连 尼 软 的 ,这 可 二 


a 


厦 出 来。 
基 了 Hilbert 空 障 及 Banadh 空间 的 至 洽 可 多 看 本 群 座 吉 人 位 


扯 解 术 (中 净 本 为 “ 泛 轿 分 析 ”") 。 考 灶 ， 由 于 最 流 让 文 汪 数理 
除 Banach 空 闻 外 拓扑 纺 竹 空 关 的 理 验 地 成 为 重要 的 了 ， 这 可 寡 看 本 讲座 
村 联 甘 : 超 陋 堵 ( 中 潍 本 为 “ 广 义 丽 数 ')。 。 


第 和 章 测度 


3818 材 请 


诅 C 为 定义 在 区 间 [0, ]] = X 上 的 实 速 熏 画 数 的 双 体 , 当 
fg 七 0 时, 伟 
FD = | FWD HF A 

那 末 空 间 O 具有 如 了 7.2* 中 所 议 的 Hilbert 空间 的 大 部 分 性 质 ， 
但 不 具 ( 击 ) 的 完备 性。 利用 戈 .7 的 方法 , 车 将 O 关于 ps(f， 9) 
= 及 一 外 进行 完备 化 , 划 所 得 空间 中 的 点 并 不 能 用 定义 在 [0, 11 
上 的 画 数 来 雪 示 。 将 积分 概念 扩张 后 ， 坑 关于 Lebesgue 2 次 (下 
方 ) 可 积 的 双 体 下 为 


Lo {0; Da<+eo|， 

加 正中 显然 构成 Hilbert 空 陋 ( 寡 看 326)。 员 然 达 是 Lebesgue 

积分 重要 性 的 一 例 , 但 此 时 必要 的 是 ,对 于 丽 数 (1) 就 有 一 个 实 

数 厂 (): 

/ 也 (月 一 | FO 

与 之 对 应 ,而 且 工 (由 具有 若干 很 重要 的 性 质 。 王 于 工 ( 亡 是 否 能 

由 通常 的 积分 处 理 方法 而 得 到 ， 这 一 点 并 不 是 特别 必要 的 。 例如 

7 的 并 不 是 过 炉 画 数 , 但 可 以 用 速配 栗 数 列 记 的 的 极 展 im 全 

= 的 表达 出 素 。 涛 lim | 了,(D)dt 一 a 存在 ,就 可 用 全 五 (了 ) 一 a 之 

美的 方法 来 确定 工 (了 ) ,事实 上 ,这 样 的 方法 可 以 习 计 出 很 多 种 。 
然而 ,我 们 不 仅仅 限于 积分 概念 的 扩充 ,而 面积 和 体积 印记 骨 


64 这 4 罕 油 上 座 


剂 度 的 概念 有 时 出 要 扩充 。 例 如 ;近代 概率 论 中 的 所 诊 概 率 ; 就 下 
外 竹 是 (抽象 的 ) 测度 。 它 不 单 音 限于 焉 面 及 空间 的 集合 的 测度 ， 
出 涉及 到 无 限 准 空间 和 画 数 窑 注 的 测度 。 为 了 这 个 目的 , 就 有 必 
了 双 回 到 一 般 集 侣 论 的 开场 上 来 建立 测度 理 诠 。 以 下 ,在 普 过 潜 寄 
辐射 交 作 保 重要 时 加 测度 之 前 , 党 回忆 一 下 玫 现 在 为 
-上 在 微 积 务 学 中 所 用 过 的 测度 
多 乡 光 2 (mensure) 。 
前 人 先 理 习 一 下 关于 jordan 测 
度 。 在 桂 面 上 作 正 交 抽 ,入 图 18.1 
形 伴 , 拒 第 分 饥 碟 边 长 为 了 的 小 正 
方形 。 裔 召 为 平面 上 的 有 界 集 ， 合 
4. 表示 完全 舍 在 召 中 的 小 正方 形 
的 全体 的 总 面积 ,以 B, 雪 示 凡 与 可 
有 公共 点 的 小 正方 形 的 全 体 的 总 面积 。 若 当 精 糊 芬 着 至"_>0 时， 
站 站 
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u(B) =lim 人， 可) 一 lim B., 

出 称 2 (五 ) 为 吾 的 Jordan 内 测度 ，2 (加 ) 为 互 的 Jordan 外 测 
度 。 一 般 来 某 ，2( 古 ) <9 ( 硬 ， 如 果 2 本 = 3 区， 划 称 旦 为 
Jordan 可 测 集合 ， 用 oCB) 朗 示 宅 的 值 ， 这 时 称 2( 加 为 加 的 
Jordaa 测度 。[% ( 吾 ) 与 w( 奋 ) 的 值 不 依赖 于 在 面 上 正 交 轴 和 约 作 
法 。] 以 上 所 许昌 然 仅仅 是 玫 面 上 的 和 货 合 , 但 对 站 和 线 上 与 空间 上 的 
Jordan 测度 的 科 黎 也 是 相册 的 。 | 

18.1 珊 蜡 为 (平面 上 ) 有 界 Jordan 可 测 和 集合 的 对 体 

I 车 思 ,和 ER, 则 BLU EER; . 

IT 游 杷 , BER, 肌 也 由 BAER; 

ll1E 著 了 ii， 王后 到 克 安 玉 s， 隐 Ey— i 名 3 

IV 洲 orp Ft 人 了 Es =$, 出 


ls 若 酌 5 


vB UU Fa) =v (BE) 十 四 (五 ?) ， 
《这 里 的 证 明 具 略 。 应 用 ?在 ) 一 2 (五 ) 续 % (=0 来 滁 明 上 列 
各 点 是 很 容易 的 。) : 
另 一 上 方 面 ,还 有 许多 Jordan 不 可 沽 的 集合 , 比方 , 在 将 辜 忆 
上 , 这 包 表示 [9, 才 所 售 的 有 有理数 第 合 , 如 2(91) -1，a2fQ) 
0， 由 此 可 昂 : z 
V 车 国 ,加 …E 人 R 旭 (本 ER 未 必 一 定 成 音 。 


我 们 先 诗 论 一 杂 空 赚 的 情形 。 由 于 Jordan 测度 对 于 上 面 的 
性 质 “V” 不 一 - 定 威 立 , 因此 来 郑 味 它 的 改进 方法 。 首先 ,性 完 尽 
有 田 集 翻 度 的 原则 为 

(i) mL0, 也) 一 主 mf 一 个 ; 

ki) 洲 吾 与 到 可 合同 时 , 则 冯 (本 一 如 (3 
”的 著 轧 N 杷 =9G%D， 朋 mm 人 可) 一半 mo( 瑟 )， 
虽然 对 于 直线 上 的 所 有 有 异 策 合 百 不 一 定 有 m(ED 的 秆 ,但 舶 能 
确定 下 面 所 考 痔 的 策 台 吾 的 测度 mm( 配 的 笛 。 著 了 工 丽 示 长 为 有 晴 
煞 7 的 区 间 , 剧 从 让 ，() 《证 ) 可 得 rm 一 rr。 同 梯 , 若 了 是 长 为 
无 再 数 a 的 区 间 , 基 也 有 mI 一 a. 因为 (有 愉 ) 开 策 合 O 可 表示 为 
0 = Un 一 外 i 半分 0 可 注 记 充其量 为 可 数 个 区 油 浊 
的 和 第 ) , 困 紫 从 (过 ) 可 知 m (0) 一 2 mm 00， 本 4 为 包 售 村 
[0, 41 -上 的 用 集合 , 囊 有 和 = [0, 了 一 010 为 开征 合 ) ,于 是 宇多 ; 
m( 和 一 1 一 m(0)， 洲 4CECO 面 4 为 阳 策 合 ,0 为 开 集 合 , 天 
必 有 i( 引 所 rn( 本 所 mm(0). 现在 对 二 任 泡 避 茵 元 (了 BD) nf 
{mt0) ; 了 CO: 开征 合 }， 也 (本 一 snp {m(4); 4: 于 第 人， 
我们 分 曾 称 吧 ( 本 ，( 百 ) 为 Tebesgue 的 外 测度 与 ebeague 
的 内 i 测度。 一 - 般 情形 下 有 : 品 ( 琴 三 人 (五 ) 3 全 ,特别 是 ,如果 
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m(B) = mt( 8) 
这 时 称 瑟 为 工 ebesgune 可 测 集 (measurable set)， 拌 称 9 (加 涛 
玉 的 Lebesgue 测度 。 如 果 我 们 仅 老 虑 有 界 的 Lebesgue 可 测 梨 
的 全 体 , 旭 下 面 的 定理 上 成立 (证 吉 见 给 1)。 
418.2 ” 屋 直 线 上 有 界 的 Lebesgue 可 测 策 的 全 体 为 3， 
I 若 酚 , 机 ……E 对 ,而 且 百 - 昌 吾 ,为 有 界 , 刚 瑟 E 允 ; 
基色 ,B22E SB, 有 BE DY; 
I 落 名， By, BCH;, WN BBE NY; 
IY 在 (了 D) 的 条 件 下 ,如 果 如/ 站 如 ;= 人 (i 人 ， 肝 


mm) 一 -> m (ED., 


拿 这 些 性 质 和 Jordan 测度 作 一 比较 ， 可 知性 质 ( 人 及 (TV 已 

收 渤 了 。 舰 来 谣 , 几 是 Jordan 可 测 的 必然 Lebesgue 可 测 , 反 之 

未 必 为 愤 。 至 于 上 面 的 收 进 对 于 积分 有 何 影 几 , 那 将 在 第 5 党 中 

朱 述 。 以 上 我 个 研究 了 下 箔 上 与 平面 上 集合 的 测度 ， 现 在 更 系 讨 

Ei 更 一 般 地 来 时 褒 集 合 卫 的 子 和 集合 的 测度 ,然后 在 821 中 应 用 这 
半 精 果 来 讨 注 具体 问题 。 


Eh fh 


$19 Borel 集合 体 ,，Lebesgue 式 测度 
”现在 回 到 一 般 的 集合 来 前 只 (在 这 一 节 中 并 林 仍 证 入 一 定 为 
因 盾 空间 )。 
19.1+* 事 有 集合 互 ,如 网 E 第 (下 ) 清 足 下 烈 条件, 就 称 内 为 
条 合体 : . 
和 太 ，ERE; 
洗 , 4 (站) 车 4， BER, AUBER: 
(ii 车 4, BER, 其 4BER: 


$19 Horel 皖 合 全 ，Lebesgue 涉 测 座 8 
(iv) 苇 攻 E 合 , 居 A"(= 于 一 4) CN, 
(这 些 牺 件 比 18.1 的 品 性 盾 稳 为 强 一 些 。) 
惕 为 集合 栖 的 充 驶 繁 信 是 ; 三 ) 看 关 几 ， 讲 让 一 全 ) 《ai 
= (iv), 
19.2* 一 般 , 认 机 ; 4s,…' 蕊 第 (了 )， 定义 ; 
jn 4,= Oh， eh A 
序 x*E€ lim 4, 仿 存 在 着 无 限 个 如 下 的 坟 过 ns 二 … <…， 使 得 
TE AES=1, 号， ); 
zElim 4 会 存在 着 一 个 m0 一 no(2)) 只 要 =r0 ,m0 十 lm 十 92， 
…; 恒 有 X44,。 容 易 看 出 
“Hm 4sC Hm A,, lim 4,— {Jim A®)°, lim dA,— (im A®)'", 
符 别 是 二 lim 4, 一 Him 4; 时, 记 之 为 
lim 4 , 时 
2 lim 4, 存在 , 玫 lim A, = (lim 4%)". , 特别 是 , 若 4 天 


4 
a 


和 ER, A= UD A 用， 


和 有 3 深 喜 示 , 序 年 = U Hn (这 里 Bi 站 B= 二 向 )， 


[问题 2] 对 于 集合 4(c2)， 邵 果 定 义 了 它 的 特征 画 数 ca (7) =1, 
{TEA GAT) 一 0 (TE 4 郡 么 下面 等 忒 成 让 ; 


， 一 me CUm An tt) =limea, CE 
下 面 是 此 集合 体 更 强 的 性 质 : | 
19.3*” 所 销 见 C 币 (三 ) 为 Borel 集合 体 ,是 指 : (六 为 第 合 
休 , (加 车 刀 , 4 …E&, 则 局 不 及 同 二 也 属于 见 ( 比 18.2 
的 站 的 条 体 来 得 少 )。 
不 早 而 喉 , 若 44, 4s, …E 导 , 肌 Ein 4,, lim 4, 也 属于 区 ， 
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1 疝 题 切 试 证 由 之 呆 ( 斑 ) 为 Borel 集合 体 的 必要 与 克 分 条 件 填 : 人) 
因子 5，C} A1， 29 … 蕊 知 ， 用 An 好 ， (ii de 由, 则 AE NM 

[问题 人 由 安 轩 ( 瑟 为 Borel 第 合体 的 充 要 条 件 是 ; (1) 轩 二 5 ("1， 
#41EB， 有 Nn AE BG 落 4 sy EE 和 A= 人 出 
UA EW, (tiv) 车 万 E 加 , 划 4?E 久 . 

19.4 对 于 性 总 一 个 集合 族 定 它 隆 下放 千 基 及 ,在 在 着 合 售 的 
最 小 集合 体 品 一 乓 培 ) 和 含 站 最 小 的 Borel 集合 体 织 ,一 BI 信 ). 

三 明 ” 取 含 有 站 的 所 有 集合 体 侣 ( 己 续 三 力 的 次 第 匈 一 天 ( 章 ， 
朋 和 就 是 所 求 的 最 小 集合 惊 , 同样 可 得 最 小 的 Borel 集合 体 刀 
一 吾 ( 告 ) 。 下 过 

[问题 ] 投 有 内, 里 和 一 宕 U fr; 下 E 计 条 一 1 站 4 站 是 5 n=1， 
3 EU As€ By}, 那 勾 这 
一 互 【等 ) 。 ~ 

19.5 恋 误 一 中 识 一 {T[a， p); - 一 cosa<3 扫 十 co 和 , 刚 

E(B) = fe, B) U fea, 832) UU 100 Ui [er 81); n=1, 2, 

一 6 二 本 < 有 < 人 on bho . 

我 们 称 Bt0 = 二 汪 ? 为 工 答 了 orel 全 合体 , 称 召 亿 中 1 为 工 答 Borel 
整合 。 由 此 可 见 : 


(#4, #) 一 局 [e+ 二 ， 5), Ee, $1 = 站 | 5 十 一 )， 


(可 = Uat+=, | 
及 任意 开 集 O= (jc 5) ,了 此 合 4 一 忆 ~0; 都 属于 允 :， 此 外 ， 
Gs 第 食 百 = 门 0。 OO: 0) 孝 : 


集合 B= 吕 4。 (dicAsc)@ 


全” 此 处 庚 沟 : 一 c 天 和 cn 二 一 co， 一 号 但 天 和 二 一 一 校 者 广 
”看 ”此 处 应 为 : (=0s 一 … 为 开 介 舍 ]。 一 - 控 者 注 
起 ”时 处 应 为 : (4 天 … 为 并 接合 ) ,一 一 校 着 注 


上 ° 


LE 


419 Borel 集合 体 ，Lebesgue 广 测 讼 59 
也 虱 寺 由 1， 
19.6 车 互 = Re, 凡 
N= {fa 7 Gn bs 1 DB); 
一 5 所 出 二 而 委 十 coy 4 一 1 四， 
但 这 里 假定 
[人 ;om 
期 下 (8) 碾 为 这 些 不 相 变 的 区 晶 晶 的 有 限 和 和 集 的 双 体 。 
识 8"= B (和 ") ， 则 称 3* 为 内 众 Borel 集合 体 , 称 了 E03" 为 
千秋 Borel 入 合 。 
[问题 -Re 的 所 有 开 集 合 ,于 集合 ，Gs 集合 , Fr 集合 都 属于 多". 
， 现在 来 定义 Lebesgue 式 淹 度 四。 首先 规定 记号 oo 的 运算 : 


.Tao0, 0+oo=00, im co 一 所 (gER), 
一 0 二 gg= 一 oo 一 0 十 (一 00) 二 一 00， lim 一 00 二 一 o0 


(a€ BR), 
‘Xx 【十 ao) 一 十 (eg 的 ce (gg 人 0 Ox=0, 
但 是 ( 士 co) 一 ( 士 Poe) 是 没有 定义 的 。 

19.7* 设 有 第 及 , 并 屏风 (CC 各 ( 互 ) ) 是 一 Borel 第 合体 。 如 
对 鲜 一 AE 负 , 有 一 值 加 (4) 与 之 对 应 (0<m(4) 所 00) ,关注 是 : 

MI m(=0, 

MIL 羽生 4 PE 汪 44N hli% 办 ， 期 

m(l) A) = DmlA), 
这 时 就 说 在 罗 上 定义 了 Lebesgue 式 测度 m. 如 把 集合 开 , 员 以 
及 nm 合并 一 起 来 考虑 ,旧称 它 为 测度 空 赔 , 记 为 
( 玉 ， 入 ， 


和 ”此 姓 席 疗 : 一 品 芝 而 三 本 起 十 只， 校 者 注 
用” 这 些 区 加 不 属 是 二 相交 的 , 虚 出 志 “ 于 相 实 的 一 一 拉 者 往 
委 在 318 由 玲 有 其 的 沪 度 | 寂 的 值 是 其 于 二 们 的。 
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符 踢 蚌 , 当 Ti ~ Om 时 ， 称 rt 为 有 办 出 度 。 孙 儿 ， mt ) = Do, 
而 上 几 全 = ,BE 轴 ， mm (及,) -< oo (n 一 1 2，…) 的 情形 往往 
也 是 很 重要 的 。 这 时 称 mm 为 准 有 界 测度 。 

今后 仅 说 测度 时 ,就 是 指 Lebesgue 式 浏 度 而 言 。 

测度 空间 { 王 , 办, mm) 定义 之 后 ,下 面 就 来 讨论 它 的 性 斋 。 以 
下 所 考虑 的 集合 4,B，…, 除 特别 注 明 外 ,都 是 属于 巩 的 集合 。 

19.8 车 4CB, 那 久 mn(4) 三 mm{B)， 一 般 来 说 ， 

mAd)+mB) =mAU B+mn ANnB). 

三 明 如 果 把 4, B 写成 : 4=(A4NB8)U(4 一 4 站 其 ， 
B=(ANB) U(B— ANB), 于 么 mA)+m(B) -=m(ANB) 
tmlAdA—ANB-+mANBD+mB—- AND-=-m(ANBD) 
+m(tAUB). 证 些 

19.9 m (\) 4,) < > m4,), 

耳 明 漆 拓 B= 4A, 一 C41U…U 421) (nn 二 1 2，…), 就 有 

LU A, = UB,, BCA,, BNB= (GFN, 


由 此 得 C4) on( 串 妃 ) ~ 加 m(B,) < 总 mw(4WD， 证 内 
19.10 六 Ay A C4, 刁 :…, 剧 m(\ A.) = lim mt 4 
(这 ) 漆 4 二 4 二 二 二; 机) 之 co, 有 
m( NAW) =lim m( A). 


(Gi) 一 般 来 衣 , 有 下 烈 不 等 式 破 站 : 
mm {lim A,.) < limm (4,). - 


有 


(ivr) 车 ml A < 十 co 有 则 mm (Bm A,) > Boim(A,) 。 


9 


(Y) 特别 是 ,车 4~lim 4 而且 m( 4%) <o0, 划 


1 oa 孝 售 体 ，Lebesgun 式 清 度 全 


J 

狂 骨 (i) 证 =U(4: 一 相 )U…U(4, 一 二)U…， 
那么 右边 各 项 不 相交 ,由 此 mm(U 4,) 一 这 mm (4, 一 4 人 )( 设 4 
-1、 地 舌 因 mm C4) 一 总 mm( 4 一 A443)， 于 是 mm (LL) 4 
:Him pa tA) 

LU 者 瑟 一 起 一 i 一 1 了 2 因 有 过 用 cv 按照 性 
盾 由 ,有 宫 (Bi 一 Hmm(8) 一 m(40 Hmm(4,)。 另外 一 
方面 , 因为 由 B. 一 4 一 站 4, 故 有 加 1 By 一 m(41) 
一 m( 门 4W、 由 紫 可 见 ,从 mm(44) < 就 得 而 )。 加 

(ii 医 轩 B,=: M4,, 于 六 Bh 而且 BC Bac "*, 所 
以 , 由 性 质 (i 亲 得 各 (lim 4,) = B) = lim m (B, 
= lm mt(td,)., 

(iv) 如 果 嗣 B, 一 U4, 就 有 4; 忆 BB, 而且 六 瀛 Bs 二 …， 
由 假定 m( 记 ) -. co， 故 按照 (让 如 得 tHm'4,) 一 -mt( B, 


= lim m(B,) 3 lim md,). 
(Y) 可 由 5 及 (ri 导出 。 竹 些 
[开题 ] 在 (6) ，Gv)，(v) 中 ， 车 把 (4 < 或 者 mm < = 
条 件 取 去 , 敢 么 所 大 的 畏 时 一 般 是 不 成 起 的 ; 斌 举 例 谣 明 。 
19.10 在 (i)， (i 两 池 或 者 一 边 的 值 , 扣 使 为 2o 岂 无 姑 。 


测度 空 漂 的 例子 , 除 818 所 并 的 Lebesgue 测度 (但 是 关于 
m (4) = co 的 集合 需要 稍为 改正 } 外 , 江 有 下 面 一 个 很 简单 的 例 ;， 
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例 避 下 次 征管 伯 合 ; 世 机 轩 = 第 (XX}。 在下 上 取 可 数 个 点 yy1 
i 后 每 一 点 分 别 对 应 于 Piy bar Per (Pi . 让 定 任意 的 瑟 ( 记 天) 9 
失语 上 ; Ha 而 不 合 其 他 点 mr 车 规定 
m(B) =py, + pe,+ ] : 
期 ( 演 ; 鹤 :人 9) 是 测度 空 间 。 有 人 p> Dn 世间 rw 是 上 有 有 界 浏 嵌 ， 如 洒 Bp 
那 芭 就 是 准 有 界 油 大 。 (这 就 是 所 前 空间 号 中 存在 次 质量 为 mi par … 的 良 
路 的 5 099 -的 讶 量 分 布 ,) 


4 的 测度 空 闻 的 构成 划 Oarathtodory 的 外 测度 ， 
Jordan 测度 的 扩充 ) 


在 $19 所 壕 的 测度 空 法 ， 其 构成 方法 之 一 一 就 是 用 Oaratbéo- 


dory 的 外 测度 的 方法 。 
20.1” 在 集合 三 中 , 对 于 所 有 的 445 第 ( 耶 ), 最 有 一 个 非 货 
实数 we" {有 4) 与 之 对 应 (0 二 mm* (机) 志 十 oo0)， 拓 旧 注 是 : 
OO m=0, 
OI ACBom"{(A) mB), 
OTT ml A 局 md) ， 
期 称 加 "为 0aratheodory 的 外 裔 庶 
加 .2 雪 在 宙 ( 玉 ) 上 定义 了 Qarathéodory 的 外 测度 和 .有 
有 基 集 合 卫 E 困 ( 子 ), 如果 对 于 所 有 的 4E 第 (于) 肖 有 下 面 的 不 
等 式 成 立 : 
M* md mAN EY, 
那 来 称 五 为 sa* 家 测 、 以 3 表 索 凡是 m* 襄 测 集 从 的 入 体 ,二 
3* 嫩 一 Borel 兹 合体 , mi7 为 8* 上 的 测度 。 和 
证 骨 ( 辐 光 EM8r* 是 不 营 耐 哈 的 。 一 般 来 拜 , 塔 m*《 生 一 0， 
MBEB* : : , 


$$ 20 注 谋 眠 天 的 构成 TGCarathSodory 的 并 测度 ,ordaa 和 神 计 的 扩 谍 ) 6 
(b) 车 加 EY8*, 机 EB* ,这 是 
很 显然 的 。 江 
(to) 车 永明 : 车 EE， EBs, EB" # RN 
展 加 加 (交办 那 末 至 一 器 可 \ vv 
m*(B) = Pm" (E,), 帮 KA 
| : | of 二 ， 1 
为 此 , 只 去 广 明 对 于 任意 的 4E 争 es 
CE) 及 任意 的 mw 成 立 不 等 式 : a 
() n> AN ED) tm AN 
就 可 详 了 。 事 实 上 , 当 %00 了 时 ,我 何人 失 不 等 式 { 就 在 五 E 2 及 
1 一 工 9 《 国 《只 要 钾 几 一 五 ) ， 
基于 (*) 可 用 蚊 烛 法 来 是 明 。 当 ”= 上 时, 因 瑟 G3”， 不 等 式 
(*) 显然 成 过。 现 息 对 nr*) 成 这, 那么 沽 及 ,i EW6* 及 
m (Am ANE sa) tm AN Bu), | 


i 


>m"(ANEnD+m ANBaNB)  ， ， 
+m AN NN )} 
~ mt (AND) +m*(4N EY). 
可知 对 9 十 (国耻 成 站 。 即 不 等 式 (*) 对 子 柱 "称臣 立 。 
(0) 狠 贺 , E98*, 章 从 
m* (A)>m* AN BD) Fm* (AN ES). i 
> {m* (dN EL NE,) tm (AN BN Bs)}+m (AN EN) 
> mm (dN ENE) +m*( 和 4 站 (FN By) i 人 
可 导出 到 几 加 ER* [此 处 用 到 i 
AN EN B= (AABN EU (AN EL)]. 
人 上面 (ai 人 (9d 天 盆 了 有限 $19, 训 兄 和 8” 为 Borel 入 合体, 从 
(0) 可知 m* 为 83* 的 测度 。 s 可 新 毕 


站、 


六 二 遂 主 婚 珊 度 
20.3* 在 淹 度 空间 (万 ， 册 ,om)， 如 对 尾 一 个 万 ( 忆 下), 车 
BBo, HoRB, mn( Ho) 一 用 
可 导出 将 E 息 (从 而 和 (本 一 0) ,如 称 ( 王 , 罗 ,m) 为 宪 备 测度 空间 。 
从 20:23 的 证 有 明 ， 可 及 理 解 0arathéodory 的 外 测度 mr." 所 强 
出 的 测度 宏 阅 .( 久 ,3*, m*) 是 完备 的 。 下 而 ， 我 们 应 用 Oara- 
théodory 的 外 调度 来 扩充 Jordan 测度 。 . 
20.4* 首先 ,以 只 表示 在 互 上 的 一 个 集合 体 。 所谓 在 使 .上 
定义 了 Jordan 式 测度 , 意 指 :对 于 每 一 个 4E 民 ,就 有 一 个 非 负 奖 
数 o(d) (0<svw(d) 生 ce) 与 之 对 应 ,并 党 足以 下 条件 : 
I 游 4 BER; ANB=8, No(AUB) ou(d) + vlBY.. 
JII v{F) <co， 或 者 下 可 表示 为 下 = Uy 妃 .这 里 到， 
vB) <ooln=1, 2 …) 息 ， 
车 如 : 
20.5 在 19.5 的 情形 下 , 廊 二 R, 旨 二 KK (DD , 我们 如 vw([a， 
6)) 一 5 一 0, 一 般若 互 一 \ Farr Bb,) 3 [a, 六 站 站 Ley, Ds) 一 他 ， 剧 候 


DG z 
那 林 ,vv 基 ,级 上 的 dordan 测度 。 ， + 
.8 在 19.8 的 情形 下 ， 下 一 下 5 HK (AO"), 我 们 是 
vt La 9 nO ey 6 9) ) -HH (六 一 Ci ， 


又 对 于 一 般 的 集合 万 ， 如 果 再 = 【ra 0) ( 丰 

边 每 项 不 相交 ) ,此 时 是 
vB) = (67 — &) 

，] 这 里 的 定义 跟 条 8 的 定义 稍 有 事 同 。 


和 加 测度 竺 问 的 的 成 区 Caratiheedory 的 镍 测 度 , Jordan 测度 的 订 痪 ) 元 


(这 吾 的 测度 值 的 表示 法 是 唯一 的 }, 则 2 是 识 上 的 jordan 测 
度 人 @, . 

更 一 - 般 的 情形 有 : 

20.7* 驯 在 三 上 的 策 侣 体 儿 上 的 Jordan 式 测 庶 为 4， 如 
果 在 Borel 集合 体 站 一 号 (多 上 存在 着 测度 办， 而 当 请 E 全 时 有 
(五 ) 一 3 有 ;期 称 mx 为 4 的 扩充 。 

20.8 扩充 定理 集合 体例 上 的 Jordan 式 测度 ww 肯 扩 充 
测 车 =B (全 ) 上 的 测 麻 mr 的 充 要 条 件 是 2 有 下 面 的 完 公 加 法 和 性; 


0 的 完全 各 法 性 ” 若 4 41， 4s,… EN， 4 一 并 4 4 中 4 


“gD, v4)= oA). 

_ 奸 明 ”必要 性 的 广 明 是 显然 的 。 ， 

充分 性 : (9 对 于 任意 的 召 王 邱 ， 蛙 

mn “(EB) =inf { Siwv( ho); FC £14 4iERn1, 2 "os 
天公- 是 下 上 和 的 Oarathéiodory 开 测 度 , 

实际 上; QI QI 没有 让 上 明 的 必 疲 ， 民权 计 栓 QIU 就 可 以 
了 。 蕉 股 且 ， 及 ，… 为 下 .上 的 于 集合 , 而 且 mm*( 思 ,) <o0， 按 
照 上 而 的 m2 (加 ) 的 候 严 我 们 可 选取 这 样 的 ,+ 使 得 如 《0 
+ el2op> 加 od) ;4m 本纪 的 则 人 B=} Be 


四 站 4iw 可 得 mB) 所 车 六 oh 二 时 mt (本 


- ，” 夺 于 1] 


+ 司 s/2 -一 mr(B)+e 当 e->0 时 ，OII 就 底 立 了 。 
(b) 车 吉 3* 为 ms 可 测 集 合 的 全体 , 阁 末 8C B*， 内 为 朗 
4ER, 刀 E 第 (下 )， 而 m*(4) < co。 对 于 任意 *>0, 若 取 满足 


= 时 ， 瑟 不 一 定 斌 注 成 U Lae, ~ os bi, "py boa, 就 时 
4 五 ) 也 可 浇 供 地 定义 。 一 一 楼 者 注 : 


86 竺 4 革 测 度 
CL) A 及 2 wo(4) < me (B) + s 的 4.E 名 ， 凑 队 NAC 
UU CAN A), ENACL) (4u 4) 得 
m* CENA + mBNA) < Eo(4N A) + Do (hs nN A) 
=- vA) Sm*(B) +e. 


”出 于 为 任 半 的 , 故 当 。 一 0 时 知 4 为 m* 可 测 。 
(e) 现在 荆 明 m*|R-v。 对 于 任 辣 的 4E 好 ， 有 m* (4) 


<?(4) ,这 是 不 彰 而 叭 的 , 具 4C UL 4,, 4,€ 9, 合照 0 的 完 
会 加 法 性 有 : 2(4) = 字 o (4 4 二 训 0(4) ,因此 ,0(4) 


< inf {Zo(4)) =m* (4). / 枉 毕 
附注 “外 一 B(8) 上 省 的 扩 斋 ms 是 唯一 的 ,此 处 咀 8* 为 关于 Caratheo。 
iiory 着 许 底 m* 可 测 的 全 体 , 沸 入 有 : 


0 对 于 蔗 惠 的 "EB*, 存在 着 Es EE 内, 而 且 
BCE cE, wm” (EO— En = 0, 


透明 不 妨 磋 VX) < 对 于 任 闭 的 五" 和 旭 "， 取 壮 主 Fecty ii， 


而 县 mm"(B?) 寺 /n> 总 90049) 的 A EER, 由 此 作 ,二 NN {J A € B(RY, 
出 BB* cps, 春生 有 等 式 H+ CB") 二 m*( 刀 三 立 。 同样 对 子 到- 瑟 一 再 "可 
以 权 本 ERC ， 识 开 二 ) 二 m7 若 李 Bi =, 闭 义 
Br'E BC(R) E+ 而 且 mr (六 mm (BR*) ， 这 岗 个 权 ; 太 , 就 是 所 求 的 了 了 。 


于 于。 为 礁 有 界 时 的 让 明 相 间 。 二 地 
[网 题 ] "为 上 完全 加 法 性 的 充 要 条 伯 是 : 胶 4 如， …E 从 ,站 4 
= 请 用 To 于 二 Hm va) =0. 


当 测 度 空 泣 (下 ,及 m) 不 是 完备 的 时 懂 ,一定 存在 着 队 一 滋 


韶 此 处 原 书 将 对 ,应 屋 为 下 三 和 二 4 CAn 蕊 我 ) ， 一 -一 粮 者 福 


. 2 Euclid 空 和 位 上 的 测度 G7 
中 条 件 恒 的 完备 测度 空 疡 ( 斑 , 叶 *",， mm*) 《这 里 对 忆 轩 *，8 | 内 
mm)。 这 时 称 ( 且 ; 型 *， mm) 为 《XY ,加 ,mm) 的 完备 化 空间 ,和 尾 别 ,用 
Dt 

来 表示 ,部 (下 ,3*， mm*) 等 成 ( 昼 , 出 ,x). 

完备 化 的 存在 证 明 : 误 旭 * 表示 满 是 条 件 0 的 集合 避 的 
全 体 (这 里 与 型 * 对 应 的 集合 族 为 叶 )， 剧 命 "(BY 一 mB) 
一 (下 就 可 以 了 。 


$21 Euclid 宗谷 上 的 测度 


应 用 20.8 的 扩充 定理 , 在 Euclid 安 间 能 够 构成 等 多 的 
Lebesgue 测度 。 我 们 在 820 已 元 诗 哈 过 , 当 互 = 玉 时 ,在 多 
二 玉 ( 和 上 的 Jordan 测 庆 名 以 及 当 导 =r 时 ,在 R= E(B 

上 的 Jordan 测度 办。 如 果 我 们 证 明了 它 具 有 完 合 加 法 性 ， 刚 根 
据 20.8, 测度 om 在 实际 上 也 被 构成 了 。 

和 .1 的 集合 体 KB 上 的 测度 Vn. 在 于 上 具有 
党 全 可 加 性 。 
“” 鞠 明 为 了 简化 起 昂 , 只 讨 关 = 二 2 的 情形 。 
“(a) 外 有 办 区 站 了 = [aaas; 和， 天 一 Teag23 的 7 琶 ))， 
上 一 U1, 下 站 五 = 有 全 尖 分 ， 刚 有 (太一 六 (0 ,这 是 内 于 
对 于 任意 的 #0, 车 证 = [oy za; Di 一 gy ba 8), Tt Lay 
A :i = XT) oD -del =AD), 
v19) 01) 十 eV/2。 昂 一 方面 , Yr 是 有 界 开 集合 ， 从 而 是 具 
的 , 因 (I: 是 开 集 而 且 耳 cI=UIcU (79) 从 紧 性 定义 知 站 


4 


在 一 全 克 < -ee， 使 得 rrcUT. 因此 有 下 面 的 不 等 趟 碾 评 : 
v(I) ~ dsl < wT 去 Sv) < od) tof 名 2 yg ->0 z 


-#8 北 4+ 章 高 襄 
时 ,就 有 oD < Do (I). 至 于 反 向 的 不 等 式 ?D> > (7), 
闭 是 很 显然 的 .这 就 赴 明 了 yy = Bol). 

(b) 荐 4 4 Ass ER AN A Bi) ,A= A, tv(d) 
二 十 co) ,那么 只 要 把 4 与 4; 分 解 成 为 区 阐 的 和 , 淡 后 利用 (a) 的 
方法 就 可 通明 2(4) = 总 (4 ) 

(e) 当 a0d4) 一 上 co 时 的 证 明 也 是 相同 的 。 省 幸 

由 此 可 见 , 全 上 党 20.8 的 扩充 定 间 ,可 以 把 ww 一 意 地 扩充 到 % 
准 Borel 集合 体 3* 一 B(R") 上 的 测度 。 从 ww 所 构成 的 Carathéo- 
dory 让 济 度 埠 为 m”, 以 3* 霄 示 凡 是 oo" 可 测 集 的 委 体 ， 逆 么 在 
20.8 的 附注 章 义 下 有 : 

B* — B+, 
,31.2* 在 Euclid 空间 中 , 称 在 汪 * 上 扩 训 的 队 一 鸡 定 的 
测 臣 为 多 六 Lebesgue 测度 ， 今后 用 mw, 政之。 此 外 称 加 EE 区" 为 
Lebesgue 可 测 集 。 z 
， 所 有 的 (n 厅 ) Borel 集合 , 特别 是 所 有 的 开 集 合 、G; 集合 、 
F。 集合 (关于 mn) 都 且 可 调集 .一般 来 新 , 凡 mu 可 测 第 合 加 一 定 
存 住 着 漠 足 到 王 本 二 百 。， 和 r( 权 :一 思 ) 一 0 的 捍 合 中， 可 GEgm 

,实际 上 ,为 耶 完 义 mon( 召 ) 的 和 值 , 也 要 考 贿 如 下 的 过 程 。. 人 内 
为 开 集 合 U 能 名 表示 为 : = LT fe Ef 一 明 (sR ， 
所 以 定义 

ma (OO) 一 Div lI), 


这 个 位 不 依 环 于 0 的 分 着 方法 。(ij) 对 于 有 界 表 集合 严 取现 只 
大 六 使 得 已 CT 而 To (一 Wi AN) 因 


§ 21 kuclid 峙 抠 上 的 测 座 | ep 
为 I 一 是 开 集 合 ， 故 定义 mi) 一 on (Top 一 mon 人 To 一 可。 
对 手 一 般 的 开 第 合 也 ,定义 mi (En = im muCIG2nE) (过) 对 
手书 = 人 Oo 人 二 0 汪 …, Os 是 开 集 合 ( 即 卫 是 Ge 集合 )， 定 义 
oa 到) -lim ma B NI), ma BNIO) ~ Timm (ON TN) . 此 


外 ,对 于 百 = 昌 Fs, iC 了 Fs C…, 为 阴 集 合 ( 郎 卫 为 也。 集 


合 ) ,定义 mn( 吾 ) =lim mw (Fx) ， 更 一 般 的 是 : 
21 .3 亲手 Br 的 尾音 集 合 瑟 , 荔 
net HY) =inf {m0); BOO ‘天 和 集合)}， 
mt 一 SOp tm) ; 二 六 ( 骨 集 合 )}， 
称 mee) 为 情 的 Lebesgue 外 测度 , m4t8) 为 五 的 Lebesgue 
内 测度 。 因 此 存在 辽 个 集 如 (G。 集合 ) ， st 集合 ) ,使 得 
EO rn (Bb) — Pe (五 ) ， 厂 :为 好 拧 合 ， 
二 Hay mn (BE) 一 mas( 梧 ) ， 吾 :为 玉 集合 。 
等 别 , 五 为 Lebesgte 可 济 而 且 ww,(B) 过 co 的 充 要 条 件 是 mi 加 ) 
= oo. . , 
征明 ” 苞 潜 虑 怠 为 有 界 而 售 手 I 的 情形 。 从 oo 是 如 的 护 
充 的 定义 , 对 于 一 般 集 全 CF, 有 mm* (BB) 一 inf { 了 wv,(1); 
EC UI TILE No) 。 取 具有 Ii 忆 芒 ( 开 区 珊 ), vl) -sj/2>> 
mu(I 这 样 性 质 的 在， 星 0 一 上) 天 ( 开 集 合 ) , 那 末 CO,m(9) 


vo) 十 8s，。 从 而 有 mm* (EB) = mo ( 盏 ) 。 在 or (TCD 大) 
= TID) =inf {mn (OO); TH+D -及 CO: 开 集合 } 等 式 趾 ; 
和 如果 上 填 玉 = 了 JY 一 上 O 几 IW1D, 那么 玉 是 阴 醚 而 了 忆 B, 从 而 天 
测 Tw 加) 一 wo( 了 37D) 一 mm*(IW+D 一 配 ) ， 其 次 若 卫 为 Lebesgne 
可 济 , 则 (BB)=m* (ED = (BE) ,me (B)= maT) ren (TH 
一 轧 一 mi( 国 ,友之 , 营 me( 本 一 ww( 本 ,有 咸 立 等 式 : ra (TCD) 


Th 第 4 检测 座 
一 ?xf( 百 ] 十 9975 一 再 ， 几 此 容易 导出 吾 是 mx* 可 调 ( 即 
Lebesgue 可 测 ) 。( 互 为 无 界 的 情形 留 答 访 者 来 圭 明 。) ” 旗 毕 

例 在 总 中 Uantor 集合 0 是 兰 第 合 , 它 的 误 席 鸭 ru(00 一 在 (13) 
2) 一 一 2 工作/3) 一 … 一 0 除 此 之 外 ;有理 数 公 体 自 是 了 0 第 合 ,而 
=， 

再 消 ， 在 #183 中 已 多 把 Jordan 湖上 庶 和 和 Lebesgeue 调 摩 作 过 比较 ， 从 
Leabesgue 测 厅 的 观点 来 看 ,可 知 Jordan 测度 有 有 如 下 的 性 以 ， 训 对 于 尾 意 有 
办 集合 及 (cE 它 的 Jordan 外 测度 汶 

v(E) 一 mB) 3 


它 的 Jordan 内 淹 论 为 
ttE}=m, 5°"). 


战 面 , 古 海 Jorian 可 油 的 这 要 条 性 是 : 
matE) =m ttE") DM mB) = 人. 

回顾 一 下 上述 的 Lebesgue 测度 的 构成 法 就 立即 可 以 理解 下 
面 的 扩充 是 可 能 的 。 巷 举 nn 一 1, 2 的 情形 作 悦 明 。 

21.4* 在 且 上 定义 了 一 个 非 负 的 完 丽 数 0<7 人 < 十 co， 
并 满足 下 面 的 条 件 : . 

(1) lim F(s) =0, lim P(g) —M Ao0; 

《1) 对 于 se>0, 有 lm (se-8) = 了 F(%); 

(ii 各 2>y, 有 了 了 (>=F{y). 
这 时 车 叔 wii [ae 3)) = 万 (5) 一 下 fa) ， 如 如 是 在 免 上 的 Jordan 
测度 ,而 且 在 锡 上 是 完 侍 加 性 的 。 由 此 一 总 地 扩充 到 Borel 集合 
体 叶 上 的 有 界 调度 允 我 们 称 它 做 由 五 来 确定 的 六 厅 Lebesgue- 
Stielties 测度 。 

例如 , 壤 了 (2) 一 0 (“oT Fr) =1 (0<r<io0) 而 得 
对 的 浏 度 就 有 有 mC =1 (0E 有 RD, m(8)=0 (0ED. 

所.5” 规 在 屯 上 定义 的 非 负 次 图 数 玉 (让), (0 了 (vy) 


$s 23 漠 诬 罕 商 的 构成 条 (将 积 测 座 ) "1 
所 中 coii 久 应 下 面 荣 件 : 
(i) lim Plz, 9 =0, Hm #'(%, 9) =0, lim Fle, y) 二 并 
< 
(i 归于 si>0，82 全 站 有 lim Flr 51,Y y— es) = FP, of); 
(i) 巷 4== [yy aa 人 gs) 期 有 
FO)= Firs, Ye) Br yD — ro YF ER 的 )220. 
刘 命 vat{ dd) =F(A) ， BB vw» 十 异 。 上 的 Jordan 测度 ,而且 (由 他)， 
在 了 :上 是 完全 加 法 的 , 由 夺 一 将 地 扩 谢 天 Borel 集合 休 当 十 的 
有 界 测 度 mm, 称 这 个 mm 为 (由 了 来 硝 定 的 }) 2&8. 丰 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 ,对 于 m 来 讲 , 和 21.3 同样 的 梧 果 也 有 该 立 。 
泛 辣 ”反之 ,对 于 定义 在 Borel 和 集合 体 ?上 
的 长 讲 的 ( 玲 ) 有 界 蛮 麻 办， 
| rs =m 0 一 所 和 天) 
出 下 (人 的 大 请 四 纪 , 生 的 和 CD 0) 的 。 
维 而 型 的 所 有 的 调 诬 ， 必然 可 以 用 Lebesgue- 秆 YH 
Stieftjea 测 底 来 表示 。 从 此 , 固有 的 Lebesgme 测 


座 以 下 面 性 盾 作 为 它 的 特征 : 图 妃 :1 
“五 酸 也 oe 出 ?) 沙 吉 过 运动 能 重合 , 旭 有 mw(B1) = 加 ( 玉 a)， 
BL 上 对 于 4# 条 的 情形 也 间 样 成 立 。 


§ 22 测度 侍 间 的 构成 I ( 硅 积 测度 ) 


有 了 几 利 方法 可 以 从 已 竹 的 测度 窒 浊 导出 其 他 的 届 度 安 间 。 
(TD) 避 了 GT, 而 且 闻 名 沿 , 期 命 
By= {BREV ECF), mr(H) =m(F), 
就 得 烈度 鹤 间 下， 风 r, mr) 、。 此 妈 ， 若 了 EE 届 , 困 存 在 着 了 “EE 车 ， 
CP*， 使 得 对 于 尾 合 了 CH, EVB, 有 mt 站 <m(D，( 属 1 
刘 , mr 为 Lebesgne 测 康 ,全 31.8, 取 了 * 为 Ff; 和 集合,) 这 时 簿 
Ur= {BNY; HEN}, mr (BNT) = mt HNP™), 


72 :证 4 章 漳 度 


于 是 就 构成 测度 罕有 闻 (了 3, mr). 
[ 瑚 题 ] 证 明 .上 面 的 命题。 
CIT ) 如 测度 空间 (了 了 , 省 mw) 与 陕 累 了 :证 一 了 为 已 知 , 即 撤 
(DD 训 在 了 XX) (入 了 ) 上 构成 测度 突出 ,着 fLX) 一 荆 , 置 
Tr) mr fF Em E) (FEYB), 
出 得 到 新 的 调度 妆 半 ( 王 ， 由 rry ， 
UIT 如 测 康 窒 于 (下, 轩 , mm) 及 完 怒 觅 射 f: 玉 -> 了 为 已 
二 :在职 
Ur=oib:gcCr, fT (EB) EV, m=m EB)) (BEY), 
用 就 构成 测度 安培 (Y 了 ,对 Fy my) 。 : 
[问题 ] 证 明 合 题 (ID 与 (117) 
(IV) 重要 的 是 让 积 集 合 的 情形 。 
机 多 r， 名 r 分 别 为 下,，Y 上 的 梨 台 体 ，pr， vr 从 别 为 从;，、 gy 
上 的 已 知 Jordan 测度 。 在 将 积 和 货 合 5 一 下 x 了 上, 作 以 全 合 1 
XB; 本 党 7，BE 民 y} 的 有 限 和 为 元 来 的 第 合体 倪 :， 这 时 也 下 
寻 5 一 各 YX 岳 ， | | 
此 放 , 定 义 避 ;上 的 Jordan 测度 vy 为 vs(AXB)=oi(d)-.wy()， 
此 时 ,也 起 
Ei 
22.1 激 wz; vr 在 滴 v， Oy 上 下 天 全 加 法 的 ， 那 玉 vz 在 倪 
上 出 是 完 人 参加 法 的 。 
是 明 人 恢 红 .8 的 问题 ,只 要 证 胃 当 责 : 一 本 一 …， DE 名， 
v2 (本 ) < 十 coy lim vs (如,) =w>>0 时 有 门 妃 ,¥9 就 启 了 。 作 如 
= A x Be’, AP E Rr, BE Ry, A N A =G (kr) ,但 
0<vztA8) 过 十 o0, 此 时 不 妨 设 A 如 合 于 489*-?, 达 在 赴 阴 中 ,并 


不 失去 一 般 性 。 于 此 , 取 某 一 个 o> 0, 使 得 祝 vx (AD) <e， 


$22 测度 党 则 的 徇 成 代 《站 和 猴 测度 ) 78 
2 人) ot=1, 2 0。 证 写 为 具有 00 2 30 那样 的 
去 的 和 ,其 才 一 衬 4 人， 几乎 Ai 守 守 Do) 和 6 
十 ctw/20) 就 有 vr(d,} >w/20 n=1, 2 在 如 r 上 的 
完全 可 加 性 , 可 后 存在 一 个 如 E 站 4. 勇 一 方面 , 取 0 EA， 
就 有 天生 一 天 全 卫生 2 外， /90 > 0 从 vr 在 全 上 和 攀 完 答 
可 加 性 ,可知 存 在 一 个 加 E 门 BI?、 由 是 证 明了 (zo, WE 及 
‘1, 2 址 些 

从 上 面 知 道 ， 当 两 个 测度 空间 ( 生 ， 轩 t, mr) ，(Y ,对 Fy; WY) 
为 已 葵 的 时 候 : 表 总 一 下 X 了 了 ， 风 z 一 忆 ( 则 xzX 风 r) 屠 么 内 x X 凡 pb 上 
的 az 一 9 XT 扩充 镜 咏 s 上 的 测度 。 臣 起 可 成 网 梓 号 汶 ; 

Th = Phy Ny 
称 已 为 mz 与 my 的 让 积 测度 , 和布 称 
(Xx, BrxY), mr Xmr) 
为 瑟 积 测度 空 肝 。 

其 次 ， 在 湖上 庶 空 站 ( 王 X 了 了 ， 诗 :，z》 故 ， 当 辕 s 为 BB.( 浊 1 .4 
x8y) 的 党 备 化 , 丽 在 B(Brx87) 上 有 mz 一 mx Xr 的 时 由 
称 ( 王 x 上, 处 zy 而 四 为 完备 背 积 测度 立 闻 。 | 

[网 题 ] 澡 亲 及 “类 的 Lebesgue 测度 的 (完备 ) 下 积 江 诬 ， 是 (om 了 四 
的 Lebeague 测 座 。 

§ 25 要 计 的 Fubini 定理 对 于 直 积 测度 是 非常 重 到 和 和 作 为 
七 的 谁 种, 奸 举 两 个 苦果 于 下 。 

铝 .* 所 请 在 三 上 的 系 含 族 次 ( 忆 第 (X)) 是 正 煤 集 洁 族 ,总 
指导 满足 下 烈 条 件 : 已 洲 画 ,五 E 风 ， BN B=g(iw7), WM 

么 (BEN, 科 ) 洪 权 ， Bs 区 EC He , 那 未 号 EN， 
到 游 珈 , 盏 E 史 :有 现 沁 本 一 …， 于 未 门 BEN. 对 于 任意 一 
个 已 后 第 合 族 守 ( 之 第 {不 ))， 存在 着 一 个 合 条 的 对 小 的 正 焊 第 合 
族 。 玩 已 为 站 ( 司 ) 。 


7 和 昔 4 村 调度 
.8 裔 仙 (C 困 (于 )) 为 集合 性 , 则 有 WC =B( 仙 ， 

姓 明 ”Borel 第 合体 具有 正夫 能 侣 族 的 性 搬 (了 ，( 坟 ) ，( 坟 )， 
故 一 般 梁 冰 有 丈 ( 知 挛 了 如 (有 ， 央 此 只 要 证明 丈 ( 呈 是 Borel 第 
合体 就 通 了 。 佐 了 19.8 的 问题 ， 我 们 知道 只 要 证 明 : ' 浇 瑟 ， 
LEAN, 人 NENG" 及 阁 记 EN(M) ,有 朋 BWENRN (NR) 
就 胶 了 。 首 先 , 对 于 所 有 胸 及 ER, 记 凡 有 4 站 BE 六 (人民 ) 那样 的 
二 tt 尼 第 (于 )) 的 合体 为 总， 旺角 吕 为 含 吕 的 正规 筑 侣 族 ， 由 此 
入 和 二 入 ,其 光 ,对 于 所 有 的 及 EN( 人 ,有 ANMEBENLRY 那样 
性 质 的 4 各 避 力 的 全 体 有 为 Es, 显然 党; 为 含 喝 的 正规 集合 族 ， 
由 此 交合 雪 关 *， 这 样 就 可 站 明 需要 证 大 的 前 秆 部 。 后 华 病 降 样 
证 其 ,如 及 声称 属于 入 (R} 那 样 的 了 吾 的 奉 林 ,可 网 是 合 录 的 正规 
华人 台 族 。 证 蔡 

3.4 在 测度 空间 ( 斑 , 轴 x,， mmr) ， (了 ,时 yg, my)， 诅 8 二 到 
x¥, 时 B(x) 9 Tz 一 rm。 对 于 性 窟 肚 再 把 里- :这 
于 9 二 (EE 了 ) 的 截 口 集合 加 7 (yo) 二 {2; 2 扣 至 , (w; 6) 了 及 关 
于 任 深 + 一 zo( E€ 工 ) 的 截 口 集 合 By (v0), 它 筒 芥 别 属于 加 zx; 时 ;， 
陈 明 :- 二 ) 对 于 吾 E 昌 rzX 邮 7?， 上 
_ 面 的 性 慎 成 立 是 星 然 的 。 

4 入 于 表示 成 立 上 面 往 鞭 的 
互 ( 记 2) 的 会 体 , 划 可 填 接 推出 只 是 
正规 集合 族 ; 由 此 从 2.8 可 知 召 ( 则 x 
x 风门 二 锅 . 证 荣 

壕 厦 ”特别 旦 当 (Br mr) ;CF ,Hy, 
mz) 为 完备 漳 庆 实 间 而 (2Z， 各 z， mz) 为 完备 直 积 济 度 空间 。 对 于 号 eBay 可 
以 县 肯 必 可 到 具有 如 和 由 my st (do0) 一 0 及 BO Ep mp(B0) 0 往 肛 的 4 
太后 对 WE Bo 财 响 zye) EV; 而 20E A 时 草 有 Jr(ao) € Wy, 


轩 #22.1 


第 三 前 Lebespgue 积分 


8&3 及 iomanmn 积分 与 Lebesgue 和 多 分 的 此 赃 


证 我 全 先 来 急 述 一 下 Lebesgua 积 牙 比 Riemann 积 牙 有 盖 
些 优点 。 为 此 ,从 温习 一 般 的 Riemann 和 分 车手 。 

融 二 为 天 中 的 音 柱 亦 诅 迟 , 序 下 一 人 Pa， 3 
1 二 12 入 开 中 所 有 Jordan 可 测 介 的 全 人 性， 
4 为 在 各 二 的 测度 起 16)。 国 此 2) 一 硅 ， 续 考虑 在 立 上 定义 
的 有 界 实 画 数 了 (3) 。 

所 靖 了 -一 (有 1， 五 sp 五 二 是 属于 到 上 的 名 的 分 请 是 指 
羽生 如 二 工 站， 而 用 

= BU El. UE,, 
EN EI=B 二 起 人 。 
对 于 这 个 分 戎 4, 午 
Mf, 4) =F uv(B), 
a= Sup 4 (2); BE Ei}; 
M= (f, 4) ~ Bw(E), 


局 一 if TE EB}, 
那么 .- 若 | F(z) | 二 区 ,就 有 一 KK 专人 (Ff 省 过 覃 (由 去 下 
可 一 为 人 的 丙 个 
分 半 ， 和 作 它 匀 的 站 同和 分 4"=-4NM d={BN BE,; i=1,…,r， 
J 二 1 …' ,不 。 了 从 定义 直接 可 知 (Ff, A4) 守信 [A 填 人 4") 
>MIF, 4A", MOF, DMM, dM dF 4 取 


76 加 5 章 ”上 Labesgus 积 修 
所 有 局 于 名 的 分 割 4 的 sup, inf, 并 拓 
WCF) -inf {HF, 四) Mf) =sp {MF, 4)}, 
显然 有 再 (六 :> 玖 (P。 这 时 ,我们 分 别称 须 ( 有 ), 性 ( 有 为 f(z 
的 上 积分 与 下 积分 。 如 果 及 (站 一 开 { 门 , 剧 称 了 了 (2) 为 Riemann 
可 积 , 宅 的 秆 再 
| 7G)v(dz) 或 | Fo)a 
并 条 ,并 敬之 为 7 在 六 二 的 Riemann 积 委 fiw) 为 Rie- 
卜 分 淹 j 本 一 {hs 二 二， -人 "nn ri 使 得 
0se ( 户 4)= 再 ( 旋 DMF, 四 = 六 (ws 一 60oCD <a. 

例如 : 珊 7(o) 为 过 午 画 数 , 则 Fo) 在 儿 区 贡 芷 上 上 一 私囊 六 ， 
只 看 分割 的 小 区 间 充 分 小 ,那么 Ose (7， 4) 豆 可 以 小 至 竺 何 程度 。 
了 此 ,所 有 连 硫 外 数 Fo 痢 为 Riemann 可 条， 

-现在 各 忠 为 Jordan 测度 空 湖 (六 ， 名 , 扩 上 斯 有 Riemann 可 

积 鬼 有 昼 实 画 改 的 至 体 , 则 壮 有 如 下 的 性 展 : 

(i) 常数 1 属于 针 ， 而 | 1 (sydv =1: 

“(六 ) 替 :f ;9 七 灶 ， oo BB 为 实数 ,着 “f+BgE 而 且 

上 (af +BP do=a | fav+8 | 9a; 
(ii 散人 并 南 且 在 三 上 Fo 守 0, 风 
| FooszDy 

Gy) 改 方 ， 六 ，… 包 如， 而 且 奉 -六 + Nm ff) Jot) 一 护 
成 窜 旭 广 亡 罚 y 并 有 | - 

/ {felin [#0. : 

现在 北 讨 葵 一 下 用 Lebesgue 测 度 代 过 Jordan 所 可 测 集合 作成 


由 
a, 各 


#823 Riemann 积 录 皇 Lebesgus 积 戏 的 比 蚁 了 


的 第 合体 虹 上 的 以 后 发 生 的 变化 。 至 于 Lebesgue 向 代 的 定 兴 
将 在 后 面 叙述 。 可 只 为 于 上 Lebesgue 可 舱 男 数 jz) 【不 一 定 
有 界 ) 的 生体 ,为 了 区 别 于 其 但 积分 ,在 积 从 符号 前 附 以 记 寻 【五 ) ， 
以 后 将 可 知道 , 它 具 有 下 面 的 性 慎 : 

(0) 车 了 ER, 项 了 E, 而 且 

| Fay= (I) | Ff adm. 

(二 《ii (ii ，(iy) 在 总 上 也 成 并 。 

(Y) 设 了 ,fi fa ER 0, | fl2) | FE) (n=1, 2, “*)， 
并 届 lim fj,(2) =fot2) 存 在 (不 一 定 是 一 致 收 襄 ) ,上 央 有 ER 而 县 - 
(D | pum=lim(D) | fram. 

尝 姓 (iY) 上 比 条 件 (v) 来 得 强 ， 以 后 将 可 以 看 到 ， 这 点 是 非常 重 
” 唉 的 。 足 管 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 差别 不 公 在 (v) 这 
一 - 荣 , 伯 在 实际 上 , 应 用 到 的 Lebeseue 积 代 的 性 质 关 不 很 多 , 网 
晤 尝 担 好 上 面 的 《vrj 和 以 后 邹 将 计 到 的 Fatou 不 等 式 (26.7) 及 
Fubini 害 理 (25.10) , 旭 在 一 般 应 用 上 已 很 足够 了 。 

注 营 中 几 ; 7 … 和 | 六 四 | 二 7 人 > 四 的 je) 必须 属于 8 这 
些 条 件 是 很 重要 的 ,例如 ,在 和 = [0; 刁 时 置 疡 (人 =0(0 zsT 一 TD :入 人 
-#01~1/n<z<1) ,就 有 (| Huam= Ti lim f=0, 这样 !(y) 的 公式 就 不 
成 立 。 

得 基 , 葵 定 了 一 个 测 扫 袜 间 (于 , 员 ; 0) 之 后 ,对 于 定义 在 旦 上 
的 实 画 数 f (2) 来 表 ， 人 了 了 (2) 的 可 积 性 定 六 和 (过 了 (lz) 的 积分 定 
义 宪 吃 应 总 何 确 定 才 好 昵 ? 可 用 的 方法 很 多 ,这些 方法 员 然 形 武 不 
同 , 但 在 本 质 上 都 没有 什么 大 的 区 别 。 功 举 下 面 的 三 种 方法 作为 
例子 。 为 了 义 斌 简单 起 见 ; 不 姑 假 定 mm( 卫 ) 一 ce 0< f(z) 专区， 

(TD) 作 由 实数 尽 , 工 闪 Borel 第 合体 81, Lebesgue 测度 mx 
所 构成 的 测度 空 润 (五 , 各!, m4) 与 (下 导 , mn) 的 直 积 空间 ( 斑 x 上 B， 


?a 弟 匠 诈 ”、Lebesgue 积 纱 
B( 寻 XxX 如) (一 mxX mm) 。 其 次 , 作 了 (2) 的 维 甘 集合 
TA ={ ,DI TEX, Oy FE), 
IJ (i 当 J (EBBxXB)NH, 称 f(2) 
VW 为 可 积 (或 称 积分 可 能 ) 。( 二 这 时 它 的 积分 
0 A 


ey pp ny 
oy 
0 


| Apem=nc7(CP)， 


x GD 如 果 了 lz) 在 中 的 意义 下 可 积 ， 
图 23.2 依照 22 .4 加 ,可知 截 口 华 合 
Blf, 0) 一 4 LEX, fr) rr} 
对 于 所 有 的 5ER 都 有 恶人 ff 顺和 局, 更， Fr 


在 就 内 这 个 性 持 素 定义 7 全 的 可 测 性 -所 。 
裔 定义 在 文 上 的 实 丽 数 了 (2) 为 叶 可 测 ; 意 
指 对 于 任 间 的 aE 8, 都 有 吾 (f, 4) EB 
对 于 和 尾 洲 日 洪 数 Ny 答 
fn (2) -名 CE P/E 1 
其 六 (2) 庆 f(z2) 守 …, 而 且 lim 和) 一 f(z)。 从 而 于 
Tf) = BF, r/2") 
X rn, (ri) /2"] 
( 妇 记 (2) 的 半 科 集合) ,就 有 
J Od af 
TF) = NJ), 
机 


ETF = lim pflf)) 


”这 里 不 能 立即 出 22.4 推荐 万 0, a) 为 可 测 , 但 可 协 格 邓 .4 证 朋 。 一 一 校 着 
沁 


上 28 Riemann 积 肛 上 Lepespgre 各 入 的 于 央 fb 
-lim > 高 sm(B(f, 7/2")), 
也 就 是 襄 ， 了 (2) rae 
mi )), 


因此 ,如 果 一 开始 便 洪 外 了 为 员 可 测 了 西数 的 话 , 那么 汤 的 税 分 谣 
可 由 尺 ) 来 定义 。 
” 反 过 来 ,如 果 了 (2) 为 中 可 测 , 则 宪 在 (1) 的 意义 下 必定 可 积 。 
婉 可 由 J 了,( 放 七 如 XxX 品 , 信 而 及 == 门 J ( 凡 EB(3x 和 3) 的 圳 
实 得 到 壮 明 。 
注 属 1) 竺 别 是 当 ( 蔗 ,为 m) 为 完备 济 庚 空间 时 ; 它 和 (; 网! m4) 的 
址 积 实 并 也 由 完备 棕 积 潮 度 空间 {于 xR; 五 ( 嫉 x 加 地 起 来 代替 ，(D (的 
类 果 仍 无 改 谈 。 这 是 因为 , 积 据 422 末 的 附注 ,对 于 卫 ( 姑 Xx 对 可 油 集 合 了 (了 ) 
”来 脱 ; 除了 其 一 ma 调度 为 0 的 集合 4 (一 马 ) 的 < 以外, 都 有 EE (7, 四 E 多 . 
汶 一 方面 , 当 tf>0 时 ;有 EB(fy 00) CEC, 0 * 腕 当 二 5 im au 一 上 财 ), 有 
如 (入 本 = 门 及 (fF, an) ,因此 ,实际 上 井 无 把 这 样 的 太 合 4 除外 的 必要 。 
(3) 如 果 |{2)1 区, 那 公 ， 由 于 (2) 一 Jf(2) 一 了 (vz) ， 而 这 里 了 + (2) 
一 mazfytz)y0)3 广 (7 一 mag( 一 2)，0) , 量 然 ;可 以 归 到 Fo) 20 的 情形 。 
(ID 第 三 种 方法 可 骨 与 定义 Riemann 积 秀 的 方法 完 从 租 
同 ， 那 就 十 ,对 于 潮 度 空间 (并 ,时 ,和 ) , 作 属 和子 见 的 分 荐 4 人 = { 丙 ; 
$$ 一 2， 对于 定 六 在 全 上 的 西数 
f， 和 Riemann 积分 一 样 定义 脾 (f， 人 ,于 (f,4) 。 注 虞 所 有 站 
祥 的 分 撩 4, 从 而 定义 娃 ( 及 ,并 (有 , 当 诅 (用 = 六 (有 们 时, 便 称 
# 为 可 积 。 莽 旧称 下 (月 = 型 (及 的 值 为 了 在 互 上 的 积分 。 
凡是 和 共 可 笛 的 夯 数 0s 六 2 过 匡 ) 在 近 冬 的 总 尽 下 是 可 祝 . 
的 。 理 由 是 : 只 须 作 
4 {B(F, 0 ~ ECF, Tn), BCF, Lm 一 再 ( 关 /mY), 
EFf, /多 一 吾 ( 六， (+1) 70， 


pai 


、 部 昔 所 旭 ” Lebesgue 积 稻 


(这 实际 是 一 全 有 限 分 振 ) , 则 由 不 等 式 
Mf, 4)— Mf 4,) 


Tm, /Bf, (+tD/D -i m0 : 


即 可 得 不 其 可 积 狂 。 其 突 , 并 (了 了) 一 科 ( 放 二 lim 者 (f， dr) 的 值 与 
《3 业 完 人生- 一致。 
取 过 来 ， 在 (ED 意义 下 可 积 的 了 副 不 一 宠 为 站 可 测 , 但 如 曙 


:是 由 关 于 人 的 完备 化 ,天 可 牙 明 了 为 由 可 测 ( 走 明 从 小， 富 丰 


末 文 献 " 河 由 [4]”)。 
专 上 鹃 明了 (了 ,(ID 及 (DD ( 当 ( 焉 , 叶 , 14) 为 完备 时 ) 的 等 价 


性 , 洪 中 最 方便 的 要 算是 (ID 的 方法 , 在 下 节 还 要 加 以 说 山 。 


324 可 调 罗 数 
24.1* 正在 集合 人 上 粉 定 了 一 个 Borel 第 合体 名 LC 第 ( 玉 》)， 
所 谓 定 义 在 耳 芋 的 实 国 数 f(z) 为 男人 西 测 , 意 指 : 对 于 所 有 实数 
dC 上, 
B(f, 09) = {0; sER, f(s) a} 


都 属于 四。 这 时 ,所 有 下 面 的 集合 


《5 EER, fn) 人 > 于 一 | {2; 多 稳 天， 四 eHR ， 机 
tr; BEA, Fo) EG}= {rs; f(r) >a)}, 
{2; LE EX, f(D) < = -1{r, Fo} 
也 都 网 于 出, 
24.2 和 车 广 2) 为 妈 下 可 油 国 数 ， 刚 罚 于 性 党 1 漆 Borei 茶 合 
4 有 
{7; 区 它 开 ， f 2) EAA}EY,, 
… 征明 ”对 于 8 可 漠 画 数 了 (9) 而 营 ， 具有 届 砚 性 撕 的 4(EN 
(XY)) 的 全 体 ,显然 构 丰 一 个 包含 全 (二 及 3 的 Borel 集合 体 。 因 


#94 可 测 国 数 3 


此 ,对 于 4EB( 人 RR) = 入 1, 当然 有 {2; 2EX, f(z) € 4}E 革 。 放 毕 

24.3* 在 条 Euclid 安 间 居中 ;关于 m 闪 Borel 集合 体 3" 
为 可 一 的 范 数 六 称 为 Baire 画 数 。 

234.4 评 互 上 的 商 数 六 (全 和 人) 为 区 可 潮 , 而 源太 
起 为 天 上 的 Baire 画 数 ， 那 未 玉 (2) 一 Fi nt) 海江 
可 测 画 数 。 

-雅明 对 于 工 一 人 一 22) WE i cs 有 12; 2 
(G1 (2B) nT)) ET} = 四 {2: grtw) or) 如 。 估 此, 跟 24.2 
一 样 ,对 于 任意 的 AE 0", 有 {8; (gy(0) ，…, 9.()) 4} E 久 由 
此 可 岗 ， 加 果 优 4 二 {机 了，… 之 0}， 那 么 {9; 
Flo) >a} = {oe; (gm), , (0)) € A} ED. 证 毕 

24.5 洲 了 人 ,9 Ge) 为 旭 可 测 ， 那 各 er (2) -89 (2)， 
fir) gs}, Fe) 1, Ft (8) = maxt F(T),0) "f= mar(—f(2),0) 和 
max(fF (ow) 0) ) min(f (vw) ,9 (vw)) 都 为 叶 可 副 。 此 外 , 阁 闻 (w) 
(%==12.-…) 海 汪 可 测 , 刚 gnp {ff(2); 全 一 工时 inf {fF (2); 
二 1 ，2，}，iim (0) ; lim f(z) ( 若 - lm 六 ke) 奏 在 的 省 )， 
lim Fo 都 是 多 可 而 。 

旋 明 让 于 大 页， 四 ) = 二 ob 十 Bisy (19) 一 ttey f(t) = 1t|， 
fF) =mar (t, 0), FO) — marx 《一 下 站) ft, ts) 一 IE (tf, ts) 等 
都 是 Baire 画 数 , 故 定理 的 前 和 牛 部 可 由 上 面 和 的 踊 .4 直接 导出 。 现 
趟 定理 的 后 竺 部 :对 于 (2) =gup{f,(2) ;n=1,3,…}, 有 {2; 了 (2) 
>a}=\ {2;f.(2) >4} EV, 人 8B(f, o)=( {2; f (2) >a—1/n} 

E 男 ; 故 F2) 为 可 测 。 同 样 ,对 于 f(z) 一 让 于 六 (的 一 二 2， 
有 型 (f, 四 一 [五 (Pa) 和 站 其 次 im 可 才 示 成 :imp 
=—inf{g, (FP); 站 一 二 人 这 里 ,9g.,(2) 一 Sup {f(D) ;=n 1 十 1， 
…}, 利用 上 面 已 鞍 朋 的 sop {f(D)} 及 inf{ 凡 (0)} 的 可 测 性 ， 
可 见 lim 疡 (四 亦 为 可 调 。 园 样 可 证 lim f(z), lim (wz) 亦 可 
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测 。 ”和 姓 举 
[ 泣 题 ] BR 上 的 连 炉 困 数 为 Baire 图 数 。 
最 简章 的 另 可 调 画 数 称 为 3 角 单 夯 数 。 职 有 五 不 相交 的 集 
合 4 由， 由 E 则 ， 又 设 9 ai 五， 租 


Fw) = Darou,(®) 9 
基 称 了 了 (2) 交 导 人 备 单 阔 数 。 也 就 是 座 : 第 在 oE 机 时 等 于 a, 而 在 


2E 下 一) 4 时 等 于 0. 显然 ,名 简单 
丽 数 为 由 可 济 。 丸 如 了 ,9 为 对 简单 
两 数 ,出 af og fg IF, f+, 广 亦 
为 男 简单 证 数 。 : 
.6 性 一 轩 可 测 画 数 了 (2) 宇 0 
图 24.1 可 则 为 章 诡 不 不 的 加 简单 历数 列 
0 (0) 二 f(D) 乓 … 的 极限 ， 序 (2) = Ym fale) 显然 有 (9) ， 
fat8) 的 到 法 不 是 唯 -一 的 ) 。 
征明 ”例如 了 疡 (的 一 %( 亲 了 0) 时 )， 访 ( 鸭 一 他 一 六 /2 
( 当 r 一 也/23 寺 了 <?) 他 一 上 2 #9) 恒 是 一 种 符 


” 合 要 求 的 加 法 。 年 毕 
忠 ( 工 ,，m) 为 测度 空间 。 潜 商 个 外 可 测 一 数 Fo)，vkcy 汪 
足 等 式 、 


0 和 和 全 下 ， 六 人 ym)}) =0, 
旭 称 7(o) 与 9(2) 为 等 价 , 井 刀 之 为 一 9。 显 然 它 具有 等 价 关 禹 。 > 
如 全 周 ,9% (4) 一 0 那样 的 集合 4 称 为 堵 集 合 ( 东 注意 和 零 第 合 
与 空 集合 的 区 别 )。 此 后 把 “除了 蘑 个 老人 策 外 " 收 膏 成 “ 几 平 处 处 ”"。 
例如 ,了 ~ 产 可 以 设 : 刍 式 了 (vw) 一 g(w) 几 乎 处 处 万 立 。 
此 外 ;今后 将 容许 可 测 本 数 了 (2) 在 基于 生 合 上 下 "或 一 co 的 
值 ,也 就 是 说 ,只 假定 宪 上 L: 了 处 处 为 有 限 。 


#6 Lebesgue 式 积 和 Bn 

4.7 Egoro 企 定理 在 有 界 测 度 安阳 (于, 届 , mx) 中 , 设 有 
见 订 测 画 数 列 所 (2) fa(8)，… 儿 乎 处 处 收 仇 于 了 (2)， 央 对 任意 
的 g>>0， 莫 可 适当 选取 满足 om( 吾 ) <<s 的 五 E 风 , 使 得 在 二 一生 
上 lim f(z) 一 f(D) 为 一 致 收 雍 。 

证 了 明 论 A€E 轩 ,mA4)=0, 当 rE 于 一 碌 时 ， lim Fo 一 成 四。 
秆 4 人 e) 一 站 ti [fi(2) — fl0) <6}, Anle) EB, hi(s)C 
4s(e) clim h(a) 一 【) 4s(e) 忆 下 一人 从 而 对 于 充分 大 的 
n 有 Hr (1/2)) 之 rm( 革 ) 12， 现 在 ,对 于 所 熔 的 e>0, 取 
1/2m<<e， 工 填 及 一 时 一 NN A (1/2) 一 Uy (1/2")*E 轴 , 屠 


么 ,一 方面 有 各 ( 吾 ) 所 3 mAn LIE P11/2r<e, 
另 -方面 在 蕊 一 五 上 tim f, (8) = 了 (8) 的 收 襄 是 一 致 的 。 证 霹 


§265 6ebesgne 式 积 分 


舍 后 , 当 测 度 空 天 (于 , 入, mm) 烙 定 的 时 企 , 凡 员 可 测 , 凤 简单 
西数 分 别 简称 为 可 测 画 数 与 简单 西数 。 

25.1* 首先 ,对 于 简单 画 数 p (的 一 次 oo (oO) (本 E 对 本 站 

妃 : 一 Gi 关 人 站) 定义 它 的 积分 为 z 

(i) 当 (反之 0; 脐 序 01 之 0, …, >>0 的 时 候 , 其 4E, 帘 

人 (oem= 袜 am( 及 nd<c、 、 

(注意 : Ox co=0.,)} 4 

“(和 对 于 一 艇 的 简单 轴 数 p(e) ,可 将 它 表 达 为 两 个 不 取 人 入骨 

的 夭 单 贾 数 之 盖 : gpg(2) 一 人 人) 一 9 (8) (pT) = max (g (2)1 

0) pr (2) max( 一 gp (2),0)), 而 一 般 地 定义 它 的 积分 为 。 


| Pi 一 | oram-| pW mn, 


| 


34 弟 5 举 Tebesgue 积分 二 
但 在 右 过 成 为 cc 一 co 的 形式 时 ，g (2) 之 积分 不 予定 义 。 当 上 面 
的 积分 为 有 限时 , 称 f(z) 在 4 上 可 积 (或 称 积分 可 能 )。 

85.2 如 简单 侠 数 p (2) 盖 0, 中 (2) 之 0, 面 且 4 BE 对 (ANB 
= 和 ,a>0; 580, 则 下 出 等 式 戌 立 : 


| {ap lw) be) Ham=a| gadm+b | ¥ Ce) om, z 


| eem= | pamt | 9 (oam. 


朋 g (2) ;内 (D) ,G8 即使 不 宇 0;: 只 要 ww 及 出 容 44 ( 及 态 上 可 
积 , 上 面 的 等 臣 仍 然 成 立 。 

这 - -定理 几乎 是 琳 证 自明 的 。 

贴 .3* 和 仿 可 测 醒 数 ffz) 0， 我 们 定义 floy 在 4E 见 芋 的 
各 分 为 


(*) | romam=sapl 了 、 


Oplo Fn) (ZE A), yp 为 简单 醒 数 } scc。 
对 于 一 般 的 可 而 面 数 fe) ,利用 了 f(z) 一 广 (四 的 玫 达 起 
党 义 它 的 积分 为 
fram] ran- 广 (e)dm。 


策 上 面 一 样 ,如 果 在 边 戌 为 cc 一 co 的 形式 时 ,f(z) 在 4 上 之 积分 
也 不 予定 尽 。 如 震 逮 的 值 为 有 限 , 则 称 f{w) 在 4 上 可 积 或 称 积 
分 订 能 ) 。 


了 世 碘 是 襄 , 可 测 画 数 f(z2) 在 44(E 旨 ) 上 或 者 积分 不 定 ,或 者 积 


分 确定 。 而 在 积分 确定 的 情形 下 画 数 f(z) 或 者 可 积 ( 即 积分 逢 有 
限 ) ,或 者 积分 为 co 或 一 co。 

记号 rm 常用 带 有 三 数 zz 的 mtdz) 来 代 趟 。 

从 积分 定义 下 接 得 


$25 Lebesgue 式 积 入 Bs 
(Gi) 洪 m04d) =0, 居 对 于 任意 可 测 配 数 了 f(z), 有 
| f(s)am=0. 
位 ) 若 了 ~g, 4E 加 ,其 在 4 上 上 画 数 了 了 , g 的 积分 或 出 时 不 笔 ， 
或 同时 确定 。 如 属 确定 , 滋 
| fjam=|, oam. 
这 就 是 发 , 关于 了 ,9 的 积分 着 无 区 列 。 
积分 定 兴 人 虽然 有 点 抽象 , 己 由 下 面 的 定理 加 会 解 趋 明朗 。 
25.4 可 测 画 数 f(o) >0 至 示 为 简单 豆 数 的 不 不 序列 {pw} (e 
”一 1 2 …) 的 极限 时 ,部 
Opi(s) peo) Ee lim g(t) = fm) (2E 4), 


剧 有 | fam= lm | wen 

( 邹 使 两 边 都 为 co 也 无 妨 ). 

上 枉 明 ”由 积分 的 定义 , 晶 然 有 (左边 ) > (右边 )。 要 枉 明 反 疝 
的 不 等 式 ,只 须 姓 明 对 于 任意 的 简单 夯 数 (o) ,0 六 出 (o) 二 Fo)， 
”有 如 下 不 等 式 

| am lm| pre) dm 


砍 立 就 锅 了 ,现在 , 识 左 边 的 积分 为 有 限 。 并 假定 在 4 上 有 储 单 丁 


数 (2) 一 训 aca(@0) ,4>0; 而 和 (本 <coG=T …， 7)， 因 此 : 
对 于 召 = 及 UU…UB, 的 lim gn(w) 一 了 (w) ,适用 Bgorof 害 
理 。 邹 对 于 任意 s>0, 可 选取 满足 m(H)<s 的 HCE(HE)， 
“使 得 在 吾 一 吾 上 lim ps(z) 一 te) 的 收 伍 是 一 致 的 。 从 而 对 于 任 
意 的 5>0, 有 pt2) 字 了 (2) 一 汪 演 则 人) 一 0% 庆 WW 生生 吾 一 总 ) , 因 
此 ,关于 它 的 简单 画 数 积分 有 如 下 的 不 等 式 : 


| pn wm) dm | ChE) —6) tm 


86 第 5 于 ”Lehasgeue 积分 


>| vv dm—eomt{s), 
现在 全 5E=max (wi 5) ， 攻 和 


lim| Dn (oD) am>lim| DnB) aAm 
+e 过 PE 一 co 一 拉 
>| vn dm — Sm( BE) >|. vp dm dm(E) 一 ge。 


若 今 s->0, 8-30, 便 得 到 所 联 求 的 不 等 式 。 和 至 于 小 (w) 在 4 上 的 
积分 为 oo 时 可 同样 证 朋 。 证 毕 
作为 .上 面 定理 的 推论 ,有 : : . 
85.5， 导 可 滑 亢 数 fte) >0， 则 


| fam=lim| 名 计 mf, sao0n 人 上 
枉 明 ” 作 简 单 丽 数 
n (f(g) > , 

2) te /orer 1) /oF rN (一 站， 2°), 
由 于 0 所 pi 疙 pat0) 所 lim pn(2) 一 fo 应 用 25.4 定 理 
[二 式 右 边 { } 等 于 oi) 在 A 土 的 积分 1, 就 可 证 肯定 理 中 的 桔 
果 。 ”证 毕 

利用 站 .4 还 可 时 出 下 面 关 于 非 负 可 油画 数 的 若干 基本 性 盾 。 
25.6 训 f(z) ,9(9) ,fn(2) ,9a(2),… 都 是 之 0 的 可 测 机 数 。 
(i) 才 4E3; ce30， 5 关 0, 出 ， 


| (af (or tbg lo) dma| Foam | gy (gy dm. 


Gi) 车 Jo = 名 g(w), 册 
| f(s) dam 于 | on lw dm. 


一 1 坦 


(证 ) 才 有 1 Fa "" 二 A A= 和 了, 刚 对 于 几 一 (4 
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| fam= |, fl)am. 
Gi) 履 0< iD) < FD < lm fo) = (0) , 
ff imi), loam. 
(it Fatou 不 等 式 ” 对 于 任意 的 有 (8) 二 0 (nm 一 1, 2,'')， 


有 
| ,lim f. (wam< im | fF, (Dm, 


(以 上 各 式 中 的 积分 什 郎 使 是 co 也 无 妨 。 . 

本 明 () 圾 (wj} 一 Hm ps(2)， 9g (2) 一 lim 由 好) 为 入 单 男 
数 的 不 碱 序 烈 的 极限 , 划 从 af (2) 十 bg (8) 一 lim{apn(o) tbh)} 
并 应 用 25.2 序 得 


[Gf +9 dm = him | (apst Bis) dm 


timlal, po 十 下 ， oa mtb | 9 mm, 
加 屋 gm) = Hm .nw) (n 一 1，2，…) 为 简单 酉 靳 的 不 


不 序列 的 报 限 , 则 f(z) 可 天 为 f(z>)=lm p,(。), 击 p(y) 
< 六 二 启东 得 


| Fem- lim | pu (2) dr = im (S| hse) em) 


< D> | grt) mm, 4 
反 向 的 不 等 式 可 由 (外 导 出。 
it) 利用 关系 式 | 
| Fle) dm | 04 lo) Con 下 
便 可 归 到 (i) 的 情形 。 


是) 时 gm 一 方 ( 人 一 六 -2 (fo(@) =00, 便 归 到 ,i) 
加 


a 六 村 Lepeseube 各 对 


的 情形 。 
(i) 全 1 人 ee) 一 inf (fx(2); =n 十 1 :于 是 有 
go EF AE) (n=1, 2 0), Om) Ega(s) Ee . 
lim g(r) = limf,(e). 
从 而 


| limf. (Wam= | Him g(adm=lim | go)am 


slim | f(s)am. 狂 毕 


其 刀 , 当 柄 数 不 限于 非 鱼 值 时 ,条 有 下 辜 的 烽 果 : 

5.7 若 可 测 面 数 了 (2), g(2) 在 4(E 台 上 为 可 积 ,出 
1) 0)] ,ef (0), af (2) 二 89(2) 也 可 积 。 

(二) | 和 to) < Fo) | 的 可 测 醒 数 1(e) 也 可 积 。 
“” 府 定 理 的 薄 明 可 由 定 尽 自明 。 特 列 是 (4) 可 积 时 fie)| 也 
”可 者 的 荡 一 省 质 比 之 在 五 一 (一 co co) 上 的 Rieniann 积分 更 显 
得 简单 。 

外 .8 到 f(z),g(2) 在 A(E 入 ) 上 可 积 。 
，() 著 4nB=g 上 


| fam= | Foam+| Fo)am. 
( 半 ) 对 于 实数 a, 8， 有 
| (gf (ow) rg(o)am—a | Fe)am+5| glo)dm. 


(ii Lebesguse 的 极限 定理 车 3(2)>0 在 和 4 上 可 积 , 且 
| 亡国 | 委 302) (n=l 2, …), lim f(z2) = 了 (2), 剧 对 于 任意 的 
五 记 寻 ， 有 


| flo)am=lim| Ff (0)am. 
卫 明 (i) 由 定义 及 本 节 25.2 可 直接 导出 。 


上 站 5 Tehesgnue 式 积 芬 斩 
(i 只 十 gc 一 = 一 工 的 情形 。 组 hlg) 一 了 十 ?zi 着 在 姜 
上 , 命 di 一 {2; 020 As= {2; FF) 0}, B= tr; gw) 0}) 
Bsa= {2; g (2) <0}, Oi =—1{2; hw) 0}, Ca= {2; he) <OF, 
那么 百 ~ J 《4 BiNOW) 显 然 由 互 不 相交 的 集合 所 租 让 ， 
但 41n BN Cs=Asn Bsn O01 一。 由 于 有 (外 的 精 果 , 故 所 求 的 等 
式 只 倘 在 各 A 站 Bj 站 GG 一 rr 上 加 以 证 朋 就 驶 了。 例如 在 上 wm 上 ， 
因 有 f(z)>>0, —g(2) >0, h(2)>0, 及 Ff(2) = (—g(0)) 十 有 (2)， 
由 本 节 25.6, (让 可 得 
|。， Ff (oydm =— | —g{e)dm+ | Ryan 
如 果 和 将 厦 边 第 一 项 移 至 左边 ,就 得 在 如 上 所 求 的 等 式 
| Go +9)am=) To go)dm 
同 梯 可 处 理 其 他 的 ov 
(证) 由 于 时 的 十 六 (8320 302) 一 六 (20 应 用 Fatou 不 
等 式 员 ( 区 ) 部 得 
[sans+im| jun Go)+P)am 


> | Ge +y(a)am 一 | s(o)am 十 | flo)am, 


RK | sDam-Ee| 六 的 和 = 各 | Go) fo) dm 


>| Go) -Je))am= | sam—| Fle)dm,. 
从 上 面 两 不 等 式 的 两 边 消去 | s(z) dm, 则 得 
im | f. (0dm>| fio)dm> lm oam。 


从 此 注 朗 可 导出 我 们 所 要 求 的 等 式 。 话音 
[问题 ] 0G) 设 Cx) 为 可 积 ,对 于 有 = 上 diy Lin 4y~8(44E 3)， 有 


0 蒂 世 本 Tebesprae 积 上 村 
| 7 (am=S {fam. 

GD 车 上 Lee) am=0) 则 /~0. 

下 面 ; 氢 壕 一 下 关于 家 积 测度 空间 的 Fubini 定理 。 

有 虑 两 个 有 界 或 浴 有 界 测 虚空 间 (Dr, mmr) (OF, Br, mmr) 
的 而 积 测 度 空 好 为 { 世 ， 7 ms) 9 一 XY, Hs BlYr YX Vr) , 
Tr — My ry, 首开 有 : 

25.9 人 者 了 (tw 9) 为 出 > 可 测 ， 划 对 于 每 一 个 to 到 上 ， 拒 
2 约 ) 址 作 是 定 尽 在 著 上 的 画 数 时 , 它 是 + 可 测 的 。 

Ni) 设 BREN mlB)<+oo, BY) 一 {ai (zy VY) EE], 
旧 了 (二 ?mx 如 (0)) 海 轩 x 可 测 , 而 且 有 


mz(E) -| (Wadmr,. 


征明 {2; 了 (ew, go) 关中 为 fl 办; 的 汪 淤 和 页 
的 截 口 集合 ,从 而 由 22.4 可 知 {2; f(x, yo) >>a} 用 也 对 zy， 
(证 ) 潜 谨 mx (下 ) 之 十 0 及 my (CP) 二 十 oe 的 情形 。 当 
将 E%xx 允 7 时 ,的 ) 式 显然 成 立 。 在 一 般 情形 , 改 表示 对 子 (ii) 
成 站 的 所 有 召 的 任 体 。 让 中 .8, 外 显然 构成 为 正规 贷 合 族 从 
而 有 兴 忆 页 《 委 xzX 妇 rz) 一 吾 ( 归 zx 好 r) 一 入 ,由 于 可见 ; 当 加 EE 入 z 时 
(ii) 或 丰 立 。 至 于 准 有 界 情 形 的 证明 亦 可 归 和 精子 此 。 证 圭 
尘世 准 有 界 财 ,虽然 在 在 y 使 (y=, 但 f(y) 是 几乎 处 处 有 限 的 。 
35.10 ubini 定理 我 8 车 调和 钵 数 f(z, y) 为 关于 mz 
可 积 , 则 
(i) 存在 着 菜 一 个 BEBy, mr (B) =0， 如 把 了 (5; 态 ) 除了 
EB 而 外 ,看 作 是 4 的 丽 数 ,性 末了 (2 加) 关于 mz 为 可 积 。 
(ii) 对 于 (YEB)， | 


p(y) =| fle, Ydms 
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将 Oy 可 测 ; 且 关于 my 为 可 积 。 

(iii) 对 于 wyEB, 二 了 (WW) =-0, 则 下 面 等 式 成 站 : 

{Fes Wama= | {| Fe, Vimr emr 

玉 与 了 责 易 , 语 果 相同 ， 

配 明 ”按照 3656.9, 壮 f(xw, 二 g(r YY)， DEY, me (EE) 
过 十 oo 的 时 候 , 定理 显然 成 立 。 其 次 , 雪人 罕 表示 满足 (DD, (ii)， 
(的 了 的 至 休 , (a) 若 , gE 那么 ef 十 59E, (Db) 若 户 E 守 
(n=l12, OE fe lim fw) = fy) mH fr, 多 
烛 可 积 。 这 时 , 接 照 中 .8 容易 永明 了 GE 客 。 因 为 op(z; 们 属于 从 ， 
而 它 是 属于 个 的 可 积 简单 泵 数 ,从 而 由 (a) ，(b) 可 知 任意 可 积 的 


Fw 让 也 属于 富 ， 证 些 
注 苯 ”用 和 完 省 王 积 测度 空间 (2, zs 击 z) 代 着 丰 积 调 旗 室 则 时 , 上面 的 
炉 果 要 稍为 修正 , 印 


0) 落 fa 认为 多 5 可 漠 而 且 关 于 ws 可 积 , 那 末 必 有 集合 B, Fr (1 
=0 使 f(x; go) 除 了 匠 E 了 3 而 外 ,作为 = 的 辆 数 时 为 总 x 可 漳 丽 且 关 于 而 x 可 
积 ( 训 在 站 .和 mr(B)=0 那样 的 五 世 要 除外 )。 全 ) (让) 与 站 .10 有 相同 的 
形式 ,性 谋 用 Bx, By Tm Wr why 代替 岩 z， Ry, mr hy, 

在 潜 由 mr 一 Rm x Rr 上 的 Lebesgue 湖 度 时 ， 国 交 好 + 一下 (风光 妇 听 
所 以 必须 应 用 此 种 铺 形 的 桔 果 。 


8 2 画 数 空 简 


如 亿 ， 站 ， mm) 为 测度 空间 。 定义 在 蕊 的 可 测 画 数 T(z) 大 注 是 
| ae<ee (1<p<o0) 
的 杂 体 记 为 LW (但 当 f~g 时 ,了 与 9 在 L? 中 表示 同一 元 来。 
通 得 正确 一 些 , 就 是 Fo) 作为 以 等 价 关 采 ~ 而 分 类 的 商 空 阅 
Ley~,y) 在 16.1 的 Hilder 发 Minkowski 不 等 式 中 , 如 里 脐 | 
代替 之 , 莽 丰 等 关 采 仿 煞 臣 立 : 


有 区 5 旭 Tebesgae 积分 
Hilder 不 等 式 要 p>1, 一 =1, 7ET， YETo， 则 


rogam {| fo Pam) {| gl) ledm} 
( 当 9 一 4 一 2 时 ,上 式 就 变 成 Schwarz 不 等 式 ,) 
Minkowski 不 等 式 若 Dll 7, 9€E 上 £9, 其 


让 Ce) +9(0) 


<1 Fo | dm} 二 | gt am) | 
由 了 此 上 Lm J 对 于 站, 改 
fl, ={ Trojan ， 
那么 显然 具有 范 数 的 性 质 : 
和 二 8 二 
(R= fF~0), 

968.1 I 上面 和 的 范 数 构成 Banach 空间 。 ， 

证 明 ”条 下 来 的 是 完备 性 ， 现在 巷 方 , 疡 ; … 全 D0 而且 
Jim fn flo =d. 首先 取 子 刘 fns =1,， 4 站 使 得 之 | : 
— frumjp=K oo, 这 时 ,如 lim f= (EL 存在 ; 可 导 人 
lim f, 一 f。 轨 此， 不妨 一 开始 就 假定 Df fonlo<o0. 忆 
gn tt) = | ft2) 1+ 3 frrat) 一 六 人) |i, BI oe) ELDn = 1, 
24…) 而 且 加 (四 二 ga(o) 所 …， 从 而 由 中 ,6 的 Fatou 不 等 式 , 对 
于 #8) 一 Hom gl2) ;有 

gl) am=lim | Jgrto) lam(<o0). 


易手 一 方面 有 jgb<TFb 二 富 fir 一 天 | 所 到 ' < oo， 因此 
JEED。 基 裕 (2) = fp) 十 (frm) ~ 有 i)) 十 …… 十 《大 全 
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一 了 -12)) :与 (2) 比 加 有 | (2) 一 | 所 | gn (89) 一 (2) |, 而 
是 从 lim gw(w) 一 yg{3) 《几乎 姓 姓 ) 的 存在 , 可知 lim f(z) = 二 了 (w) 
( 郊 科 处处) 和 韦 存在。 并且 因 | .Fo 委 8( 9 E 5, 故 有 
AZ)}ELDY 此 和 ,从 : 


fee) feo) | — | (Fa 一 天) 
< firs(®) — filo) | sg 人 e) 
可 知 | 了/() 一 所 (2) 1"<g(o)* 为 可 积 , 再 由 Lebesgne 的 极限 定理 


25.8, 得 
lim | | f(2) — eh im |f(0) — f(s) ram™0. 
从 这 等 式 就 证 明了 lim 1 一 了 i 证 圭 


96.2 特别 是 ,在 za 中 ,部 闪 各 为 
,=) Ag(oam (jyEzo)， 

到 52 构成 一 个 Hilbert 空 关 ， 

由 Behwars 不 等 式 可 知 (六 9) 有 确定 的 意义 。 

屯 举 出 工 为 可 务 的 充 于 天 件 之 一 下 下 对 于 A; BE 
义 它 的 距 郊 为 

plA, B=—m(AUB— ANB)- | ea Cg) ote) Iam 
Fp(4，B) =0 的 充 要 条 件 是 : 4, B 你 属 集 外 觉 人 一致、 让 时 记 
为 ; 4~B.] 从 而 员 /~ 是 一 距离 空间 。 

86.3 Ti (一 般 购 Bo) 可 分 的 充 委 条 件 是 : 距离 空间 
( 昌 / ~,p) 为 可 办 。 这 个 条 件 也 特别 适用 子 测 庶 窑 了 (BY， ma) 。 

[ 间 题 ] 征明 26.3。 

今 补 上 画 数 空间 为 Bahach 空间 的 一 例 。 所 表 可 测 鲜 数 了 (2) 
为 几乎 处 处 有 界 (或 称 本 盾 有 界 ) 意 指 : 存在 有 一 个 w>0,5 灾 得 
| Foyj se 所 有 乎 处 处 成 灾 。 


g4 入 占 章 Labesene 积 劲 

26 4 纵 开 为 在 (三 , 下, mx) 上 几乎 处 处 有 界 的 可 测 画 数 的 

从 性 , 当 了 EM 用 时 :区 | 
f=inf te; | f(D2) | 志 &@ (几乎 处 处 )}， 

屠 之 型 是 anach 空间 。 

证明 是 不 翌 而 咏 的 。 关 于 范 数 六 -> 请 哇 就 是 除开 某 一 采集 
合 外 ，F (oz) 一 致 收 襄 于 (2). 

以 上 , 在 各 个 画 数 空间 中 定义 了 闲 多 种 类 的 收效 。 现在 再 义 
述 若 干 收 化 定 义 。 对 于 ,所 ， fo EL (pc0), 当 

lim (Fa—fls=0 

的 时 蛋 , 称 扩 汶 名 次 平均 收 伏 于 了 ， 上 旺 和 外 千 有 

26.5” 对 于 在 测度 宏 闻 (下, 出 mm) 中 定义 的 可 测 丁 数列 
(f(D) 2) ，…， 所 谓 {f,(2)} 几 平 处 处 收 项 于 了 (2)， 
意 指 存在 一 个 专集 合 4, 有 下 面 的 关系 式 成 立 : 

lm f(s)~f{s), Ed. 
其 次 ,对 于 尾音 的 >0, 如 有 关系 式 
Hm ref [f(s) —f (8) | >e} =0 
成 立 ， 则 称 { fo2) 半年 收 艇 于 (2z)( 或 称 度量 收 航 , 依 测度 笋 圾 ) 。 
所 关 { 户 (四 } 为 潮 江 基本 列 ( 式 称 度量 基本 列 ， 依 测 度 莽 本 列 ) ; 写 
指 , 对 于 8 半 9, 有 
im mtp; [fnle) ~ f(s)|>e}=0, 

[问题 ] 条 w() < 如果 六 ( 罗 } 开 乎 处 处 收 租 于 产 a ,那么 {了 (0 
测度 收 襄 于 A(z ， 反 过 来 未 必 为 凋 。 这 两 个 收 第 ; 当 m( 玉 ) = co 的 时 候 并 
滚 有 所 四 一 种 收入 二 另 一 种 强 的 情形 。 (就 求 这 些 的 反 俩 。) 

26.6 (i) 诬 可 副 夯 数列 {ff (2)} 为 测度 基本 列 , 则 可 选取 适 
当 的 子 询 {4f.,,(2)} ,使 得 {f(z2)} 岂 竺 处 钼 收 雍 于 fs) 而且 同时 
副 度 收 绑 于 jz) 。 

(0 车 {fn(2)} 为 次 平均 收 化 于 了 (wz)， 则 必 测 度 收 钱 于 
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Flo). - 
EE 人 按照 假设, 可 取 子 列 {了 (2)} (mw 过 mz 之 …), 使 得 
=— {2; ft) — for (t) | >L/2}, mB) 2. 
善人 到 五 = jia 可， 那么 有 
m(E) = m( (YU EB)=—Hmm(U) E)<lim 号 (1720 ~=0. 
而 且 对 于 zsE 二 lim 本 ,lim f(z) 收敛 。 字 的 极限 乱 为 Po) ,再 
在 若 诈 如 "一 全] 可 ,那么 mm( 盏 mn) <1/2w 1; 而且 对 于 z 蕊 瑟 om 有 
F(z) 一 Po 二 172“"。 显 狼 可 见 {P(o)j 测 度 收 敏 于 Fo 。 
“过 的 证 明 留 狂 著者 。 证 毕 


27 ”如 黎 责 数 的 积分 与 测度 


为 了 名 述 简单 起 网 ,发 区 间 [0, 匡 = 瑟 ,在 并 上 定义 的 速 和 
栈 数 都 沪 对 可 现 。 现在 关于 B+ 上 的 任 党 测度 坟 ( 但 占 坟 (下 ) 
1) ,证 (ebesgue-Stieltjes 积分 ) ， 0 

(x) Mf=—| F(am, 
那么 ,有 z 

FI M(af+Bg) ~aMf+BMy, 

EU Ml1=1, 

FIIT 车 f (2) 之 0 (ZE 及 )， BMF=0., 
这 就 是 说 在 束 种 范 数 至 体 所 构成 的 向 量 空间 0( 卫 ) 中 ， 确定 了 
一 个 满足 了 ,FIE, FT 的 亲人 性 泛 画 数 广 >MF， 反 之 ;于 MP 为 
定义 在 0{ 卫 ) 上 而 具有 上 面 性 扶 的 证 面 数 ， 如果 在 Di= [0, 相生 
和 A | 

1 (Qeet—1/n),- 

pn, Ct) -| ln 人 。 

心 (1) ， 


06 章 避 如 Lebeggue 积 荔 
那 末 有 lim Fi(e) 二 en,(2) 。 若 时 
F(t) = limM ft (OESI) 
并 以 {7(D)} 所 确定 的 Lebesgue_Btieltjes 测 
度 取 为 m ,有 可 证 明 (2) 成 立 。 更 一 般 的 有 : 
图 “好 .1 27.1 裔 下 为 紧 安 名, 加 为 五 的 
Borel 括 合 体 ( 即 由 奴 的 所 有 开 和 集合 只 ( 生 ) 构成 的 Borel 第 合体 
对 二 B(D(X))). 若 村 f 为 定义 在 O(X) 上 而 满足 FI, WIT, FIII 
的 活 丽 数 (f 一 开 访 , 那 末 在 见 上 存在 某 一 个 测度 mr, 使 得 
Mf= | foam, 
其 次 ,如 果 裔 
mE =inf {m(0):; RCO: 开 和 颁 合 } (EN) 4 
车 未 这 个 测度 m 是 唯一 的 。 
这 里 仅 叙述 一 下 十 明 的 方法 。 它 与 1 条 的 情形 相同 。 乞 对 于 
OED(Z), 名 z 
S(O ={f (0); 0 Fo soo(m，FEC( 王 )}， 
mm (=up MF; fESO)}. 
由 于 焉 是 正 提 襟 间 ， 所 以 若 0 中 EEO)， 就 有 BB {OUO,) 
C8(0))+S (Os) , (11.8 址 题 。) 应 用 这 千 果 可 言明 : 他 若 中 0 
: 则 m0(O0D) mr 人 0 ， 国 若 0.N0:= 多 则 m*(O1U08) 一 m*(0;) 
+ m0), (i m* (lJ 0) < 局 m0,), 其 灾 , 对 于 任意 的 也 ， 
加 z 
mR) =inf {mt+(O0); BCOED(TYY, 
从 上 面 的 (让 、{ 直 , ( 挝 ) 可 谣 1m* 为 了 上 的 Qarathéodory 让 测度 .出 
于 所 有 的 OED( 蔗 ) 此 为 9 可 测 , 因 此 可 导出 加 = BODO(T)CY*. 
最 后 ,对 于 这 个 测度 名, 设 0< f(z) << 玉 ,FEO( 开 ) , 屠 末 


$ 38 执 闪 于 数 及 Eadon-Nikodyim 定理 of 


{fam =lim > mn |e (> 妆 |. 
而 且 对 于 Ox.，= 42; (2) 汪 >812 中 如果 取 疡 ENSO 杠 fe， 
二 ems(Ou)， 那 来 ,从 让 ao) > 它 六 sa) | /2 生得 


1 2 


空 插 
f= > Mf 0 OF,n) —ks. 
2 jl 2 jel 


若 se 一 0, 全 mn->o0, 序 得 于 F>| f(z)4m。 反之 ,发 忆 一 Ke)>0 

代 户 并 注意 到 MT 一 工 及 | 1am 一 1, 序 得 反 向 不 等 式 。 ”证 毕 
以 上 虽然 只 在 肾 空 间 卫 上 来 说 明 , 但 在 je? 或 一 般 的 局 部 紧 

空间 上， 定理 同 样 也 成 立 。 般 G( 开 ) 幅 示 定义 在 全 上 的 加 各 

图 数 f(z) , 而 其 支 集 

/ Sf) = {r; Fo) £0) z 

是 工 的 紧 集 中 合 的 而 数 7 的 全 体 , 则 27.1 依然 成 立 ( 参 姑 Ha- 

lmos'y , 


23 集合 男 数 及 及 adon Nikodym 定理 


障 沿 ( 记 字 ( 于 ) ) 为 集合 革 上 的 Borel 条 合体 。 

28.1* 所 廊 在 色 上 定义 了 一 个 完全 加 法 锣 数 4， 意 指 : 
《1) 允 于 所 有 的 五 E 册 , 就 有 一 实数 加 ( 邓 士 co) 与 之 对 应 、 

(证) 若 瑟瑟 s，… 扎 好， EN EE) 胆 


《LJ 如) 一 训 jv( 囊 ) “(但 假定 右边 条 对 收 乾 )。 


例如 , 定义 在 对 上 的 有 界 测度 就 是 完全 加 法 的 集合 而 数 。 除 
此 记 外 , 族 f(z2) 为 关于 男 上 的 测度 m 可 积 的 夯 数 , 量 


(*) pr (BE) =| Fam， 
闭 末 , 依 5.8 的 问题 可 知 py? 是 完全 加 法 集合 夯 数 。 
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反之 , 识 有 名 上 的 第 合 莉 数 上 及 已 知 有 界 测 度 4, 何 时 她 有 
5 一 AP 要 解决 这 个 问题 ,有 所 家 Radon-Nikodym 定理 。 
向. 入 认 放 海 有 8 上 的 完全 加 法 第 合 豆 数 , 有 所 谓 记 关于 光 上 
的 有 上 异 测 典 mm 汐 交 对 巡 种 ; 意 指 : 

mE-0 和 0-0 (HEDB). 

所 襄 jw 关于 澡 海 奇异 , 意 指 ; 存在 着 一 个 BE 和 而 (2) 二 0， 

使 得 下 面 等 式 艳羡 : 
nA)=u(ANE) (4€B), 


只有 在 4=0 的 情形 下 , 六 有 关于 m 为 孝 对 速 被 而 同时 又 是 奇异 的 4。 
孚 关于 加 为 契 对 连 秆 。 19.10 的 例 划 关于 一 般 的 Labeague 测 庶 为 奇异 。 


.8 Badon-Nikodym 定理 贡 册 为 Forel 集 合体 ,中 为 
二 下 的 有 界 而 度 ， 
(i) 届 居 为 遇 于 的 桂 章 的 完 有 至 加 性 梨 合 醒 数 , 则 1 可 唯一 地 
表示 为 - 

i 十 册 3， 

这 里 ，m 是 关于 m 为 稳 对 运 炉 ,而 ns 是 关于 mm 为 奇异 。 

(i 车 jw 海 史上 的 尾 意 完 双 加 车 人 第 合 藻 数 ， 那 末 存 在 着 ( 关 
于 ™ 基 一 可 积 曾 米 了 (2) ,使 得 岂 王 他， 序 等 式 

p(B)=| f(am 

在 立 的 充 轻 条 件 是 : 大 关于 人 为 四 对 速 粮 。 这 时 , 是 关于 为 


了 唯一 确定 的 (对 等 价 类 而 首 1。 
一 艇 天 的 性 法 有 好 开 种 , 兹 举 一 种 所 请 出 量 格 的 方法 于 下 。 
所 误 集 合 工 为 问 慢 格 , 总 措 它 注 足 下 面 G) 和 ~ (iv) 的 条 件 。 


”区 工 汐 向 是 空间 , Gi) 荆 是 有 序 染 合 而 且 构 成 档 ( 委 考 时 4, 4.8)， Gj 


96D fy 郑 术 对 于 任 这 的 hE 工 ， 有 了 thmg+hy (GV) 荐 六 yE Dy 


启 鞭 格 ， 


例如 ;在 4.8" 的 例 2; 阁 了 = RI 就 是 向 其 格 。 此 外 ， (SBD) 也 二 


a 


TL, 


成 站: 
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一 般 在 弃 量 大 中 是 产 =7U0， 六 二 {一 户 U0， 出 Jord#n 分 解 定理 


F=f fn =), 
姓 明 信 定 义 面 接 得 六 9 全 了 一 9 人 了 8 和合 一 rs 一 洛 【了 LI) 十 下 
= 《7+iUt9+i， CrPng) 二 2=(r+hynt+i， 落 和 >0 三 然 有 
A ， 落 和 <0， 显 热 有 
ND = 人 UU9) = 以 认 站 G9)y， 从 上 面前 迪 有 
(FUDTFIFNg = + 
这 蚌 因 为: UD UN (ND., 
分配 律 (FUD Nh= (FNBDU CoN, (FN UB (FUD N gun). 
因 在 第 工 式 ,左边 六 右 动 是 显然 的 。 为 了 刘 明 反 向 < 只 要 能 永明 从 hf Nh 
NT 了 。 实 际 圭 , 从 E> 了 FNk 可 得 
km f+h— 了 Uh 同样 从 kgNnh 可 得 0 十 下 一 也 再 、 由 此 部 得 Ek+7 Ug 
Uh {FU Ug UD}=E+/ UD U GroURD FFD U (g++) 
二 (fUg9) 十 jy 以 而 有 > CUDD 一 了 JUgUh= UD nh 于 外 
F=f 0= (FUDANO AUD -PD UDF 
在 丫 位 产 =(7UOD NC 一 力 UOD={7N (一 放 } 0 中 ;由 于 2 了 Nn (一 力 } 
{ND Def+( -A =0, WV {NN Ym0. 
竖 内 


”以 上 的 处 理 注 法 若 只 应用 于 了 一 Rf, 旧 价 值 不 大 ,但 如 责 用 

到 集合 夯 数 上 去 , 那 就 有 如 下 的 策 果 。 
首先 ,发 及 为 由 上 的 完全 加 性 集合 画 数 的 全 体 。 车 ju ps 
EV (ww8EB), 轩 
(ap 十 pa) (B) =apm (B+ Bn B) (BEN), 
那 未 了 就 构成 向 量 窑 关 。 其 诡 ， 当 jE 六 有 时 为 有 界 变 分 发 
4={ 肥 ，…， 思 ,} 为 局 于 鸭 的 任 一 分割 ,而 
lx -sap| > [nt Be) |; 所 有 4 


丁 旭 朋 它 沟 有 限 。 醋 ” 凡 1， MsEF ， 如 果 Mi (FH} SR sa 也) 对 于 所 有 
的 昌都 成 立 , 那 未 定义 jw 志 &s、 对 于 任 浴 jn, KsEFV, 置 


100 第 5 罕 ”lLebesgue 积分 
wm(B) 一 sup {M(B) + ual Ea); 
FH= Re, FN Es} oo, 
WE) = inf {i (FB1) + eal Hs); 
B= Bs, NN Emdi 全 oo. 
则 显然 有 ;ww EF, 而且 =pwU ps p= pa) pes 
[出 题 ] 试 赴 上 而 的 定理 。 
28.9 构成 一 同 量 束 。 
从 而 由 向 量 东 的 一 般 性 民有 : 
28.5 Jordan 分 解 定理 
. HW=pt—i ,N=0., 
这 旦 :; 
Wt)= (UO) EE) =gp ini(A)Y; 4ACE}20, 
ww (B= U0 =gmup {~—n(d); 4CE}>0., 
所 于 有: 
28.6 五 ahin 的 分 解 对 于 性 意 的 上 EF ,存在 着 一 个 
Ed, 使 得 
wr(A)=p BoNA), pw A)= nNA (A4EW), 
枉 明 从 rn-=0 可 得 0=0CX)=inf{jp+(BD 十 p(B)}， 
从 而 对 于 % 二 1 2,…, 可 取 满 足 (BD) /2 (BR) 二 1/22 
的 至, 证 可 im 襄 一 让 电感, 那 末 有 < lim ,p+ (886) 
At 站 Bo) ~lim pt (fN Bo) < lm pt (Bo) =0 有 p(Bo) 
一 Sm Ar(H 三 ) < Tim 总 112* 一 0. 所 以 由 p+ 之 0, Ar->>0 可 得 
w= Bo) 一 0， 国 而 有 下 而 等 式 成 立 : 
nt(tAy=utt4 人 Eo) xr (AN EE) = n+ (A NN Eo), 
w(tA}=u (CAN 6). 证 过 
以 上 是 作 为 放 明 28.8 的 准备 工作 。 要 未 职 28.3, 只 要 永明 
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“ 驹 于 任意 的 WEVP ,有 (关于 mw) 可 各 及 奇异 的 凡 y 使 得 同一 贞 
十 6 ”就 能 了 。 由 于 有 Jordan 分 解 定理 ,因此 只 要 就 册 zz0 的 情形 
就 可 以 了 。 证 豆 = TO prj 从 M=sup{pur(X); FEH} 
直人 ) 之 00 可 联 生 (19a{0) (人 契 囊 ), 使 得 jp (XX) 一 Ln 
(n=1, 2, 或 置 六 一 DA (gi (2)， 92 (2)， 1 gn (2)) 
fs = Hn=1, 
3 …)， 而且 liang 下) = 和。 由 此 , 若是 (2) = lim 所 (2), 肌 
A 所 天 省 应 = 一 上 一 嫩 , 那 么 如 虹 能 直 朋 
bb 是 关于 避 为 奇异 就 好 了 。 ， 
一般 来 二 “ 当 jw 之 0 时 ,若是 关于 m 不 为 奇异 的 新 , 那 末 就 
有 o>0(aER) 及 BE Bm Eo) > 有 0 存在, 醒 对 于 所 有 的 BC 庆 ， 
(BEV) 有 pool) om() 腊 羡 
这 是 因为 ;对 于 w>0: 汗 js 一 jw 一 am, 做 限 Hahn 定理 , 存 


在 着 如。 使 得 Ma (dp AN Bs) 0. 若 肖 是 中 的 <c，Bo 不 存在 ，.，， 


必 有 吕 ( 加 ,) = 0. 从 而 若 置 如 一 过 加 yn(rm( 本 ) 一 0), 必 有 jo 285) 
< (Bin}, 和 如 庶 用 Hahn 定理 于 Pams 那 就 有 有 lm (Hn) 
= {Wo— mn Ein OM poo CB) Sm Ei nm) 
由 此 当 %~>oo 时 ,就 得 egEo9 一 0. 光 品 是 能 jo 关于 % 为 奇 时。 
故 知 命题 成 立 。 

如 上 所 相 , 若 im 是 关于 mm 不 为 奇异 。 对 于 js 作 鞋 面 的 
> 站 及 者 扎 轩 (m( Bo) > 全 0 于 册 于 Rio) 一 ogg 将 有 司 关 Re 
HD) 一 oon) 0 从 而 有 = 二 (EY) 
一 形 十 aot( 瑟 0) 半 半 ,得 出 子 盾 ,所 以 内 必须 为 奇异 。 吉村 

上 上 假定 tm 是 出 上 的 有 站 测度 。 当 二 为 蕉 有 界 时 ,定理 仍 交 成 立 。 

慈 考虑 下 = 加, 1] 畦 二 了， mm 一 mm 的 特殊 情形 。 败 上 0 为 
叶 上 的 完全 加 法 集合 醒 数 ， 期 它 一 定 荐 和 加 上 的 有 模 测 度 , 从 而 上 
可 家 为 某 一 丽 数 了 (2) (0<z<1) 的 1 次 Lebesgue-8tieltjes 测度 。 


10 ” 蓝 5 共 ”Lehesgua 共和 异 
{Pig =0 (4 雪 上， 下 (一 可 (w>14).) 这 附 


Fo) 一 | fat+ Blo) 


唯一 分 解 为 关于 mm 可 各 的 可 涡 画 数 了 的 与 关于 mz 为 痛 异 的 夯 
确定 的 Lebesgue -Btieltjes 测度 关于 m 源 疝 
异 ) 的 和 。 若 本 (四 为 单调 卉 加 画 数 , 那 未 F(z) 唯一 分 做 为 连 可 
澳 数 Yat2) 与 梯形 画 数 Faw) 的 和 : (6) 一) 车 了 (8)、 EE 
于 Fatz) 为 束 办 而 又 奇异 的 情形 ,可 三 下 而 的 二 。 

伍 ”已 知 Cantor 集 合 C 的 测度 nw(0) 一 0, 雍 定义 Ful) =172;zE [1/3， 
/3 Fol) =1/4, we Ll/9, 2/9]; Fos) =3/4, EfT/9, 8/9]; 和 程 
Fy 和 EXE I-0 上 已 失 义 过 幅 y 从 而 Fy(2) 可 以 扩 完 为 守 上 的 连 粮 图 数 。 
因 对 Fatz》 确定 的 调 康 ni 有 和 (站 一 全 一 0， 从 而 知 上 是 关于 ma 为 等 
腊 的 。 


县 一 吾 ; 出 一 与 1 纠 二 Wi。 大 导 上 为 画 上 的 相对 如 村 敬 数 的 完全 加 法 
” 华 合 医 数 ,如 果 表 达 式 


a(B)=| .fdm 
成 立 , 风 了 (是 唯一 确定 的 (对 于 笑 价 类 而 吉 ) 。 素 实 上 ,车 丑 
FO=| fam (mre<e), 
剧 可 医 明 太 (z) 为 几乎 处 处 可 向 ,而 且 几 乎 处 处 有 
fw) = 与 一， 
雹 将 于 并 一 Br， 关 一 东 sm 一 7 的 情形 ;车 取 以 点 4 一 (而 了 


为 中 心 ; 以 守 为 这 长 的 正 袜 方 休 了 一 [一 sy ys ay 一 8; 二 8y ry 十 8] ， 
莽 对 于 完全 加 性 集合 数 x， 凡 平 处 处 存在 匡 


和 一 中 fp) 。 


lim 
和 小 
而 生 g(o) 可 油 ( 关 于 9 ,并 可 积 (关于 m); 车 4 关于 m 为 绝对 束 校 , 则 有 
zf 本 =j g(r) am. 
区 之 :车 关于 可 积 图 数 9(z 作 4 一 必 ， 那 未 。 的 微分 与 9 几乎 处 处 -- 激 。 和 这 
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梓 稻 对 速 态 的 完全 加 性 集合 贾 数 与 可 积 的 可 浏 西数 的 关系 是 以 积分 与 向 
分 的 关系 咸 为 非常 好 的 1-1 对 应 。 在 1 灯 的 情形 下 ， 证 明 比 较 简单 ,但 在 
2 牙 情 形 下 ，、 就 必须 用 Vitali 复 蘑 定理。 证 明 从 除 ， 读 考 可 参 署 高木 外， 
河田 中。 
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以 后 记 
夏 道行 


伸 合 理 议 、 拓 赴 空间 理 芥 〈 圣 别 是 关于 焉 网 空中 ) 已 构成 为 近 
代数 学 中 许多 部 门 的 基础 。 如 证 菌 分 析 、 徽 分 太 程 、 航 府 煞 学 、 硬 
数论 ,代数 、 几 何 学 、 拓 扩 学 每 数学 分 文中 许多 松 仿 及 基本 理论 的 
建 并 都 必需 借助 于 集合 葵 肥 拓扑 空间 论 。 

测度 论 和 积分 散 是 近代 数学 分 析 中 的 基础 异 论 ,特别 是 这 请 
分 析 、 移 计数 学 各 群 上 的 调和 分 析 不 能 腹 病 一 般 集 上 的 测度 衣 和 
积分 论 , 其 余 如 泗 数 论 , 微 分 方程 也 钨 常 要 用 到 欧 几 里 得 客 间 上 的 
测度 论 和 积分 认 。 

本 书简 明 扼 要 地 介 和 了 集合 得 、 拓 填空 间 《 包 括 距 离 符 间 ) 乔 
中 的 基 林 疾 念 和 一 些 常 用 的 定理 , 过 系 入 地 但 简洁 地 介 加 了 测度 


乔 和 积分 乔 。 散 者 在 学 习 了 本 书 下 后 ， 基本 上 具备 了 进一步 学 习 


近代 数学 各 修文 时 所 需 的 关于 这 几 圾 面 的 基础 知 属 。 


本 书 中 有 一 些 定理 没有 写 出 证 明 或 证 明和 写 得 很 入 单 ， 书 中 具 
的 问题 有 一 些 蚌 比较 重要 的 但 基 蒋 难 , 这 是 涯 波 讲座 的 特点 。 这 


对 着 鳃 所 学 的 内 容 能 一 目 了 然而 且 可 下 少 人 性 缀 力 的 篇 者 来 设 ， 当 
然 不 会 威 到 方便 , 但 是 对 于 那些 喜欢 自己 多 想 一 想 的 藏 者 来 脱 却 
是 一 本 很 适宜 的 书 。 

自前 我 国 高 等 学 校 数 学 志 业 都 识 置 了 泛 丁 酉 分 析 或 实 画 数 芍 束 
程 , 这 本 书 可 灸 作为 这 种 夭 程 的 很 好 的 参考 书 。 
， ”条 合 论 、 扬 半空 间 座 、 测度 论 和 积分 论 本 身 也 是 近代 数学 的 
测 立 分 支 ,， 欧 者 如 果 需 要 这 几 坟 面 的 更 因 专 问 的 知识 , 可 以 参 湛 
Hausdorff 的 集 窒 , 关 和 比 直 的 拓扑 答 问 概 窒 ，Halmos 的 测度 询 ， 


地 
中 
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Sakes 的 积分 浴 等 书 。 本 书 显然 不 是 为 了 灌 足 这 种 需要 而 写 的 ,但 
是 仍然 可 以 作为 进一步 学 习 那 些 凌 站 著作 的 阶 林 。 

下 面 就 本 书 各 章 的 有 具 恒 内 容 作 进 一 步 介 帮 。 

在 第 1 章 中 , 除 叙 述 了 一 般 书 上 常见 的 集合 的 运算 , 映 象 ,可 数 
集 等 概念 代 , 还 介 女 了 埋 积 集合 的 概念 ,这 是 探 时 拓 扩 空间 及 测度 
空 阅 时 必需 的 。 又 介 腰 了 柚 娟 代数 中 常用 的 等 价 关系 及 商 和 集合 的 
概念 ， 这 是 数学 中 一 个 重要 的 抽象 方 法 。 例 加 Miknsinski 等， 
引 及 广 -文莉 数 理 著 时 就 是 用 这 种 姜 医 ( 套 见 [9])。 对 于 序 的 糊 构 
及 格 的 概念 也 作 了 简单 的 介 夺 ,这 方面 的 理 葵 可 参看 [10] (由 [4] 
中 也 可 以 看 出 上 序 的 概念 与 分 析 的 更 深入 的 关系 )}。 最 后 介 坷 了 
worn 引 理 , 以 代 雹 超 限 归 炳 法 , 宇 是 泛 画 分析 及 抽象 代数 中 常用 
的 引 还 。 关于 Zorn 引 理 、Zormelo 公理 和 Oantir 到 理 的 等 价 
人 性 的 起 朋 队 作者 指出 的 日 文书 从 ,对 我 国 著者 来 貌 可 能 [10] 参考 
起 来 更 加 方便 。 在 第 1 章 中 关于 基数 介绍 得 往 少 ; 芯 至 洲 有 介 超 
回炉 集 的 基数 只 其 他 一 些 重 要 的 不 可 数 集 ， 人 
可 天 性 [9] ，[] ，5] 。 

在 第 2 章 中 作者 首先 利用 邻 城 的 概念 来 介 铝 撕 扑 这 是 较 萄 

入 手 的 ;但 凿 者 最 好 世 了 解 一 下 另外 一 种 介 招 拓扑 的 Kuratowski 
的 开 包 公理 ( 旦 [31ff1) 。 对 于 折 扑 空 关 昌 的 下 要 的 基本 概念 ; 草 
积 拓扑 空间 ,吉村 集 合 ，Eausdorxf 空间 ,正夫 空间 及 紧 这 , 局 淹 旺 
集 等 都 以 简洁 的 净 法 进行 介 帮 ,而 且 讲 壕 了 许多 重要 的 性 质 ,又 介 
大 了 党 用 的 了 prcogf 的 畏 理 ，Tietze 定理 ，Taxogos 定理 等 ， 着 对 
这 些 定理 采用 了 较 新 的 ,简洁 的 证 明 , 可 以 使 读者 易于 掌握。 但 在 
和 仇 析 (例如 广义 画 数 堆 ) 中 应 用 越 来 越 多 的 局 部 山 的 辜 性 拓 拓 :空间 
理论 未 能 涉及 ,读者 可 寡 君 [18] ,[141。 比 外 ,对 一 致 拓扑 空间 , 完 
0 也 是 里 接著 本 说 内 容 的 对 及 者 有 用 的 概念 ,可 
点 参 镍 [3],T11]。 
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第 3 送 介 绍 了 最 常用 的 一 种 拓扑 空间 一 一 距 靖 空间 。 除 去 中 
离 空间 的 起 本 性 质 外 , 介 各 了 耳 重 要 的 中奖 空 间 完 备 化 定理 ,但 证 阴 
不 驶 僚 和 ,官学 的 读者 可 以 大 着 [6]。 距 襄 空 关中 具体 的 例子 还 不 
够 多 ,关于 某 些 具体 的 距 痪 空间 中 的 稠密 集 讨 论 较 少 ,可 参看 [I}， 
[6]。 另外 , 关于 可 分 距 询 空间 许多 性 质 的 较 深 入 的 探 计 可 参看 
[6] 。 本 章 中 对 距 痊 空间 中 的 屋 集 的 性 质 及 一 致 拓扑 作 了 较 多 的 
诗 芥 ,并 且 介 绍 了 关于 完备 距离 空间 的 一 个 重要 的 Baire 定理 。. 

第 4 童 介 积 了 Lebesgue 式 测 度 , 测 度 的 扩 蝇 和 值 积 测度 空间 
等 理 险 ,内 容 时 次 ,可 以 使 苇 考 很 容易 得 到 要 全, 这 是 比 Halmos 的 
测 刻 芥 写 得 较 好 的 地 大 。 但 区 者 如 需 掌 握 欧 儿 里 矢 空 间 中 的 测度 
的 一 些 更 具体 的 理 葵 ,如 Vitali 定理 等 可 大 看 [2]， [8]。 加 果 斌 
者 进一步 学 习 诈 夯 分 析 或 抽象 的 再 和 分 析 , 应 该 知道 局 部 紧 空间 
上 的 测度 理论 ,可 大 看 [5]。 

在 第 三 章 积分 险 中 ， 介 厚 了 引信 Lebesgue 式 积分 的 三 种 六 
法 ,这 可 以 使 汪 者 进行 比较 而 有 所 启 败 。 本 书 对 于 Lebesgue 式 积 
分 的 建立 也 很 紧 次 , 岂 是 本 举 写 得 较 好 的 地 专 。 另 外 , 对 Jordan 
牙 解 ，Hahn 分 解 和 Radon-Nikodym 定理 的 介 悉 出 党 取 耳 较 新 
的 方法 , 使 广 者 易于 掌握 其 十 明 的 实质 。 但 对 于 欧 几 里 得 空间 上 
的 理论 , 例如 可 测 丙 数 的 构造 ，Baire 西数 类 的 构造 , 微 修 与 积 季 
的 关系 没有 涉及 ,对 者 可 寡 姓 [24 ,45]。 
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